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COURS

Différentes approches des « coniques »

Au cours d’analyse vous avez vu que les courbegéseptatives des fonctions du

second degrd(x) =ax® + bx+ ¢ sont appelées « paraboles » et que celles denesrta

fonctions homographique$ (x):axis sont appelées « hyperboles ». Vous savez
X

également que le cercle de cenmeﬁa,b) et de rayon r est le lieu géométriqgue des
points M(x,y) dont les coordonnées vérifient l'étgoim du second degré
(x—a)2+(y— b)Z: . Par ailleurs tout le monde a entendu parler de «ceercles

aplatis » qu’on appelle « ellipses »....
Toutes ces courbes, qui sont connues et ont &é&ésudepuis I'Antiquité pour le role
important qu’elles jouent en physique (en parteulen astronomie), peuvent étre

définies comme l'intersection d’'un double conerinét d’'un plarn

»  Soient a et d deux droites dans I'espace sécant€set formant un angle aidu.

En faisant tourner d autour de a (en gardant tesjEuméme anglé) on obtient
unesurfacedans I'espaceappeléalouble cone infini d’axe a et de génératrice d
(voir figure page suivante).

»  En coupant ce double cbne avec un glaon obtient (suivant la position du plan
par rapport a la droite a), soit un cercle, urlg@ss, une parabole ou une
hyperbole, appelésoniques soit le point O, une droite ou deux droites séante
appelésconiques dégénéréefssayez de « voir » comment obtenir chacune de

ces figures !
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Sur la figure suivanteD représente une parabof@,un cercle et une ellipse @t une

hyperbole :

444

Cette approche, qui a donné leur nom aux « coniguen allemand « Keggdhnitt »,

en anglais « conisection», est cependant un peu difficile & mettre en eequand on
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veut obtenir des propriétés plus précises de egsel puisqu’il faut travailler dans

'espacel. Dans ce chapitre nous verrons trois autres apygodes conigues

» Nous définirons tout d’abordpéragraphes 2 a )6les coniques comme lieu

géométrigue des pointdans le planvérifiant une certaine équation appelée

équation focale: cette approche, moins générale que la premicoanel

uniquement les ellipses (mais pas le cercle !),plmsboles et les hyperboles,
c’est-a-dire des coniques non dégénérees.

> Nous aborderons ensuitpafagraphe J, uniquement par des exemples (sans
présenter la théorie compléte), les coniques cornmebes algébriques du
second degré Cette approche algébrique des coniques est géisérale que la
premiére : elle couvre toutes les coniques, dégéséu non.

» Pour finir (paragraphe 3 nous verrons une autre approche géométrique, la
définition « bifocale » qui n'est cependant valable que pour les elligteles

hyperboles.

Equation focale d’'une conigue

a) Définitions
Soient un point F et une droite d dans le plaaeR’, . Le lieu géométriqué des
points P du plan qui vérifient 'équatidPF= € [Pd est appeléonique defoyer F, de

directrice d et dexcentricité €. Cette équation est appelguation focalede I .

r={P/PF=¢0P}

De plus :

. si 0<e<1, alorsl" est appeléellipse

. si € =1, alorsl" est appeléparabole

. si € >1, alorsl" est appeléayperbole
b) Exploration a l'aide de GEOGEBRA

» Construisez d, F et deux curseadrgt s
* L’ensemble des points P tels qéel= < est constitué de deux droites a et b
paralléles a d. Pour construire celles-ci on penstuire successivement :

o unpointQOd

o le cercleC de centre Q et de rayon s

-4 -
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o la droite m passant par Q et perpendiculaire a d

0 les deux points d’intersection | et J de m et dule€

o0 les droites a et b passant par | et J respectiveet@aralleles a d

o afin de rendre la figure plus lisible on « cacHes»objets Q, I, IJ et m

» L’ensemble des points P tels gB&=¢c[5 est le cercle de centt& de centre F

et de rayore(s.
L’ensemble des points P tels gB&=¢[Pc sont les points d’intersection d&

et desdroitesaetb (lyenaO0, 1, 2 ou 4 suiles valeurs de s et @9

Pour obtenir le lieu cherchié on fait varier le nombre s en laissant le nombre
fixe.

En utilisant la commande « lieu » on peut obteoirttde suitel pour une

donné de la maniére suivante :

0 on commence par choisg et s de telle maniére a avoir 4 points
d’intersection
0 pour chacun de ces 4 points on utilise la commanidai » en cliquant

d’abord sur le point puis sur le curseur s : oneuibt4 lieux dont la
réunion est la courbE

» Exemple 1: e=1 (I' est une parabole)
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0,8 (I' est une ellipse)

Exemple 2: €

’
z
’
N
N
AN

1,2 (I' est une hyperbole)

Exemple 3. €
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3) Axe focal deI’

a) Définition
On appelleaxe focalde " la droitem passant par le foyer F et orthogonale a la

directrice d.

Remarque Fd= distance de FadED ouDOmn d
b) Propriété

L’axe focal m dd” est uraxe de symétriedel’

démonstration :

Soit s, la symétrie d’axe m, P un point du plan, on noteta s, ( B le symétrique
de P par rapport a m. Alo, (F)= Fcar FOm ets, (d)=dcardOm, et comme
s, conserve les distanceBF=P'F et Pd= P'd. D'ou : PF=¢[Pd~ P'FelP’,
c'est-a-dire : PO = POl . Par conséquens, (F)= et m est bien un axe de
symétrie dd"

4) Sommets del’

a) Définition
Les points d’intersection de l'axe focal m et declanique I’ sont appelés

sommetsde I .

Remarques
* Nous verrons plus loin que pour les ellipses ilsexid’autres points qu’on

appelle également « sommets ».
e POmnT « PO metPEe&OPIcar pour touPOm Pd= PL

Notation: dans la suite nous noterode milieu de[FD] .
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, et par

b) Sommet d’'une parabole
Soit ' une parabole, alors:POmnl « PO metPE PD- B

conséquenf n m={g . Ainsi une parabole n'a qu'un seul somreete sommet

est le milieu S d¢FD].

c) Sommets d'une ellipse et d’'une hyperbole

i) Préliminaires
Soit ' une conique d’excentricité#1, alors :
PUmnl < PO metPEeldPD
PF=-¢PD (1) si PF et PD sont de sens oppasiéssi R1[ DF
ou
PF=¢PD (2) si PF et PD ont le'meme sens,sidl][ DH

De plus :(1) = PD+ DF=-¢ PD= ( ¥¢) PD= FD- —DRE—D, or D, F et

il existe un sepbint S U m tel que :

¢ étant fixes
DS =1 DF (3)
1+¢
De méme (2) = PD+ DF=¢PD~ ( t¢) PB= FD- DR—— D, donc il
#0care#£1 1_8

existeégalement un sepbint S, 0 m tel que :
DH (4)

Ainsi pour les ellipses et les hyperboles (c'eslifa-les coniques d’excentricité
gezl)ona:lT nm={S,S} ol les sommet§, etS sont définis par (3) et (4).

-8-
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Désignons pa® le milieu de [slg] , alors O est appeléentre de la coniqugce

terme sera justifié page 17) et il vient :

ﬁl:iﬁ:@ FO+T§:1T1—DF ( %, et commeOS, =-0S on a aussi :
£

l+e
DS,=- ! DF- DO+ 0S=-- DF- DO O%=-- DF( ) dou:
1-¢ 1-¢ 1-¢
(5)+(6): 2DTO:(L+LJHF@ 2700 HE Bt gon
1+e 1-¢ (1+€)(1-¢)
D6=—"_BH (7)
1-¢°

i) Positions relativesde D, F,$S et O:
D’aprés les égalités (3), (4), et (7) ces positidépendent des coefficienisi—,
€

1
— et 5
1-¢ 1-¢

1% cas :[0<e <1 (I estuneellipse)
1

e (O<eg<les 1<1+g<2<:.1<7<1,
2 1+¢

qui dépendent eux-mémes gell faut donc distinguer deux cas :

etcommeD—SzaDF; Dgzljﬁ: et DF=1[DF,ona:
£

sO]s.#

e 0O<e<le -1<-€<0e K Fe<le 11>1
-€

et commeﬁzllﬁ: et DF=1[DF, on voit queS, est «a
-€

droite » de F sur la figure page 7 ddrg | D, S,[

e 0<g<le 0<e’<le —-1<-€°< 0= (K Fe?*< 1= >1

1-¢?

DF et DF=1[DF, on voit que O est «a

et commeDO =——
1-¢

droite » de F sur la figure page 7 ddhg | D, Of
Conclusion:

Pour uneellipse les points D, F, $$ et O se présentent dans l'ordre

suivant :
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d ------- -
’ “-\
i‘ 1'-‘
m S‘I: O !1.82
D S | F H
i r
\‘ ’}
2°cas :[e>1] (I est unéhyperbole)
€>]l o 1+e>2 - 0<i<é,
1+ 2

et commeﬁl:%ﬁ: et D—S:%ﬁ:, onas O]D.§.
£

£>le —€<-1o 1-€< 0o %<O et commeﬁz%ﬁ:, on
- -

voit queS, est « a gauche » de D sur la figure page 7 @ngs, ,H .

€3]l £2>1e —€2<-1- 1-€°< 0= <0

1-¢?

et commeDO :ﬁﬁ:, on voit que O est « & gauche » de D sur la
-€

figure page 7 don®0]O,H

Conclusion: Pour unehyperbole les points D, F, S & et O se

présentent dans I'ordre suivant :

'l-‘ f.l'
m 182 O 81:
& & e &
‘ D| VS F
r' li
‘ i
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Notations
Pourles ellipses et les hyperbolasous noterona la distance du centre a I'un

des deux sommets eta distance du centre au foyer :
a:OSl:OQ:; $S et c =0OF
iii) Propriétés de a et de c

» Pour uneellipse c<a et pour une hyperbole> a

Démonstration #vident d’aprés ce qui précede

Ko}
Q

» Pour lesllipseset pour ledqiyperboles: |[e=— et Od= OD=—

Démonstration :

1

EDFC> (1+8) D%: DF

DS =
- (1+s)(ﬁ)+o—§):FO+BF
~ DO+0S§+&¢[DO+¢J0$= DG Ol
~ 0§ +e0S= OF€0JOD ( §

DS, == DF - (1-¢) DS = DF
- (1-¢)(DO+0s) = DO+ OF
-~ DO+0S -¢DO-¢00S= DG OF

~ -0§ +£[0§= OF¢00D ( Y ( ca@S:——Q)E
(8)+(9): 200$= ZIOF- eJOS= O,

doncelDS = OF = egla= Cc= g="

o3}

(8)-(9): 200S= 200D~ OS=¢0O,

doncOS =& 0D - a=S00D- Op=2&
a C

-11 -
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5) Equations cartésiennes réduites d’une parabole

b) Parameétre d’'une parabole

Soit ' une parabole(szl) de foyer F, de directrice d, d’axe focal m

(m nd={ D}) et de sommet S.

Posonsp = Fd= FD, alors comme S est le milieu fleF| on a SD= SF:g ;

p est appel@aramétre de la parabolé
¢) Equations cartésiennes d’'une parabole
Pour tout point P du plan désignons par P’ sa gtioje orthogonale sur d, alors :
POl - PF= PP
Afin d’obtenir une équation aussi simple que possible de cettabpd nous
choisirons urR.O.N. (afin de pouvoir utiliser la formule sur la distande deux

points)d'origine S (pour avoirS(0,0)) etd'axes paralleles & m et a dpour que

soit 'abscisse, soit I'ordonnée de F soit nulleupque P et P’ aient soit la méme
abscisse, soit la méme ordonnée et enfin pouraisns de symétrie).
Ceci peut se faire de 4 maniéres différentes

1" maniére: m est l'axe des abscissesrienté de S vers F et I'axe des ordonnées

est la droite passant par S qui est parallele a d

Alors S(0,0 F(g (3 R x.¥; F{—g }

-12 -
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Pl np

P(x,y)OI « PE= PP
- (x—gj +(y—o)2=(x+—gj +(y-y)’

P? . 2_ .2 p?
e X2 —pX+—+y? = X%+ px+—
p 4 y Y 4

= |y>=2px| (équation cartésienne réduitelde

Remarque en changeant l'orientation de I'axe des y onchange absolument
rien a ce calcul, donc cette orientation ne joumiaudle ici !
2°’maniére: m est l'axe des abscissewienté de S vers D et I'axe des ordonnées

est la droite passant par S qui est parallele a d

Alors : S(0,0 ;F(—g 0) B Xy F{g }

S
d| v¢ *
td
r,.
-,
I(I
U4
4
’
’
;
14/
m y
X D1 S} F
i
i
A}
A}
A3
.
‘\
PI “\.\
G W——. P
%
‘\;

-13 -
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P(x,y)df < PE= PP?
2 2
2 2
=[x #ly=0 = x=2 ] +(y-)
2 2
2 2
¢>x2+px+E_+y2:x2—px+€%
= |y>=-2px (équation cartésienne réduiteld
Remarque ici encore l'orientation de I'axe des y ne jaaweun réle !
3maniére: m est l'axe des ordonnéesrienté de S vers F et 'axe des abscisses

est la droite passant par S qui est parallele a d

Alors : S(0,0 F(Ogj R XY ;{ )egj

d x4

o S I

- PE= PP?
(X—Of+(y—

X*+y?—py+

P(x,y)dr
p

2
2} =(x-x)* +(
p2 p?
4 4
(équation cartésie

=y +py+

x? =2py

~

Remarque

nne réduitercje

en changeant l'orientation de I'axe des x on ne chargmuabent rien

a ce calcul, donc cette orientation ne joue aucun role ici !

4°maniére :
est la droite passant par S qui

Alors : S(0,0 ;F(O,—gj R Xy F{ %}

-14 -

m est I'axe des ordonnéesrienté de S vers D et 'axe des abscisses

est paralléele a d
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P! P

T Y

P(x,y)OF « PE= PP

2 2
= (x-0)*+ +P =(x-x)"+ —Ej
(=0 +(y+ 2] =(x=7+[ y-2
p? p?
a4 4
= [x*=-2py| (équation cartésienne réduitede

= X*+y?+py+—=y’-py+

Remarque ici encore l'orientation de I'axe des x ne jaweun role !
Conclusion
Dans un R.O.N. d'origine S et d’axes paralléles atra dI’équation cartésienne

de la parabolel" est de 'une des quatre formes suivantes :

. y* =2px sim est 'axe des x orienté de S vers F
. y? =-2px sim est 'axe des x orienté de S vers D
. x* =2py sim est 'axe des y orienté de S vers F
. x> =-2py sim est 'axe des y orienté de S vers D

c) Construction d’une parabole

> Six*=2py - y=i x* alorsT” =G, avecf(x) I
2p 2p

> Six*=-2py - y:—i x? alorsI =G, avecf(x) SE I
2p 2p

> Siy*=2px = y=./2px ouy=— 2pralorsT =G, 0 G avecf(x) =./2px
> Siy*=-2px = y=-2px ouy=—/- 2pxalorsT =G, 0 G, avecf(x) =./2px

L’étude et la construction des courbes de cesifumetrés simples a été vue au
cours d’analyse et ne présente aucune difficulté.

Exercices 1, 2, 3

-15 -
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6) Egquations cartésiennes réduites d’'une ellipse etuhe hyperbole

a) Equations communes aux ellipses et aux hyperboles

Soit ' une conique avex#1 de foyer F, de directrice d, d'axe focal m
(mnd={D}) et de sommetssS etS. En posant O=milieu de[ $,§,

2
a=0S = 0S et c=OF on sait quee :g et OD:% (voir p 10). Nous noterons

m’ la droite passant par O et perpendiculaire @@ m' et mT ).

Pour tout point P du plan désignons par P’ sa ptioje orthogonale sur d, alors :
2
POl = PF=¢ePP- PF=¢’0PP'= Ijléc—ZD Pt
a

Afin d'obtenir une équation aussi simple que possible de cettéquemous
choisirons urR.O.N. (afin de pouvoir utiliser la formule sur la distande deux
points)d’origine O (O occupe en effet une position centrale dan$olesules que
nous venons de rappeler)dsxes m et m’(pour que soit I'abscisse, soit I'ordonnée

de F, D,S et S soit nulle et pour que P et P’ aient soit la mé&hscisse, soit la

méme ordonnée).

Ceci peut se faire de 2 maniéres différentes

1”° maniére: |(Ox)=m et( Oy =

CommeS§, D et F se trouvent toujours du méme coté de G, etle 'autre cote

(voir figures pages 8 et 9) on peut orienter (Cx)whniere a avoir soit

s(a.0. (-0, D[%oj F(c,0), P(x.Y) etP'[az yj W,

soit§ (.0, S, (a0, D[—a—:,oj, F(-c,0, P(x.y) etP'[—%z,yj @)

L’orientation de (Oy) ne joue aucun rble ici paceee lesordonnéesie S, S,, D et

F valent toutes 0 et que P et P’ ontri&&meordonnéed
Comme les deux maniéres aboutissent exactementae meésultat (a vérifier en

exercice !) nous nous contenterons de faire leuitsatlans le cas (1) :

-16 -
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P(x,y)OF - Pﬁzz—zDPPZ
- (X—C)2+(y—0)2=c—2[[x—%j +(y- y)z}

2 2 4
o X2-2Cx+ C+ yzzc—z[xz— pal x+ij
a c

e X2-2cx+ &+ :Z—ixz— 2cx+ & |D&
o a@x+ac+ay=¢xX+ d
- (az—cz)x2+a2y2: az( a8- 6) |+ é( & a

X y _
USEAN Y |
a &-¢

2°maniére: |(Oy)=met( 0¥ = n

Pour les mémes raisons que plus haut on peut eri@dy) de maniére a avoir soit

5(0.9.5(0-9, D[o%j F(0,9, P(x.Y) etp'[x,%zj .

soitS,(0-9, (0,9, D[o,—a_;j, F(0-9), P(x.y) etp-[x,—a_;j@

Cette fois c’est I'orientation de (Ox) ne joue awmgdle parce que lesbscissesle
S, S,, D et Fvalent toutes O et que P et P’ ont les es&iscisses
Comme les deux maniéres aboutissent exactementéae meésultat (a vérifier en

exercice !) nous nous contenterons de faire lesutsatlans le cas (1) :

P(x,y)0F « (x=0)7+(y- ‘32:;_2[( X X)2+[ y_i‘jﬂ

4

2 2
 Eayo2eys szc_z(yz_ & y+3j
a c” ¢

2
- x2+y2—2cy+czzc—2 y’ - 2cy+ & |0&
a

s ax+ay+ac= ¢y+ d
cade(@-d)y=d(a- 4| 4 & 3

-17 -
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Conclusion (provisoire)

Dans un R.O.N. dorigine O et d'axes m et m’, I'&jan d’'une conique

d’excentricité différente de 1 est de 'une desxdfeumes suivantes :

)a(l_+a2y—(,2:1 (sim:(Ox))
azx_zcz+yg2:1 (si m:(O)b)

b) Symétries d’une ellipse et d’'une hyperbole
» O est centre de symétrie dé

Prenonsm=(0x), notonss, la symétrie de centre O & (P)= P, alors

P(x,y) = P(=x) et par conséquent :

SR AR o) S o ) U
P(x,y)Or il Sl b P(- x- yOr,

doncs, (M) =T.

Raisonnement analogue paur=(Oy).

Définition

O est appel&€entre de I' et les coniques d’excentricité différentes de -A(t
les ellipses et les hyperboles) sont appetéesques centréegpar opposition

les paraboles sont appel@esiques non centrées

» La droite m’ est aussi un axe de symétrie de

Prenons m=(Ox), notons s,. la symétrie d’axe m’,s,(P)= P, alors

P(x,y) = P(-x, et

LS AR Co ) NI A
P(x,y)Or a2+a2—c? 1 7 + F 1= P(-x,y0r

doncs,, (I)=r.
Raisonnement analogue paur=(Oy).

Définition et notations

m’ est appeléxe non focaldel" et on noterd' =s,.(F) etd' =s,.(d).
» F et d’ sont également un foyer et une directricele I'. Une conique centrée

admet donc deux foyers F et F’ et deux directriced et d’ symétriques par

rapport a m’.

-18 -
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EneffetPdr = s, (P)= POr ( car m'est axe de symétrid

= P'F=¢[P'd ( par définition dE)

= PF'=¢[Pd' (cars conserve les distar)
doncl est la conique de foyer F’ et de directrice d'.

si 0<s<1 d L d
I e =
¢{’ \"'\
" \‘\
;
] “ S
I
m 1S 0 —1
) 4 T N
p| §% F F o} D
A} !
LY 7’
Y ,
3 3
A .
\‘..‘ "f
LY r
sig=l ’/
\‘ s
\ L
Y r
A d' m' d J
(Y !
A r
A I
1 ’
* r
1Y I
1Y ')
1 I
) I
1Y 1
] ]
1 1]
1 lS S !
F 172 ) 1!
L § 4 o
m o) p| s F
]
: 1
] ]
1 1)
I 1Y
ri A
r 11
! A}
] Ay

La distanceFF' = 2c est appelédistance focalede I’
d (resp. d’)est ldirectrice associé& F (resp. F’)
c¢) Equation cartésienne réduite d’'une ELLIPSE

. . c
SoitI" une ellipse, alorf<e<lete=— doncona:
a

0<f<1c 0<c<ae Ok < 4~ & &
a

Ainsi il existe bR, tel quea® - ¢ = ¥ et commeb® =& - ¢ < &, onab<a.

Par conséquent I'équation de I'ellipEepeut s’écrire sous la forme suivante appelée
équation cartésienne réduite de I'ellipse

2 2
X—2+y—:l si m=(0x et

a® v

N
+
mr\) |<N

=1 si m=(0y)

%)%

oub’=a*-¢ et K k¥ &
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A retenir : comment reconnaitre I'axe focal ?

Si le grand carré(toujours notéa’) se trouve en dessous aé alors m = (Ox) et

s'il se trouve en dessous & alorsm =(Oy).

Construction d’une ellipse :

2

X
1 cas: | =+
a

=1

TS

Alors m=(0x), S(a,0, S,(-a,0 c=v& - carb’=a’-¢ = &= &- b,

2 2 2 2
F(c,0), F'(-c,0, D[a—,oj, D'[—a—,oj, d=x=2 etd'=x=-2. De plus
c c c c

2

X=0 %:1@ Y =0 = y=bouy- I doncl coupe (Oy) aux deux points :

S,(0,b) ets,(0,-b. Par ailleurs :

<

X2 2 b2x 2
a2

. + =1 e y2:b2— az
- yzzz_j(az_xz)

- yzgxlaz—x2 ouy:—E\/ g- %

=y

En posantf (x) = Exlaz -x* onal =G, OG,, et il suffit de faire I'étude de:f
a
CE.a-xX20« —a< x< g doncD, =[-a,q
b —2X —bx
OxO)-a, f'(x)=—0 =
lad a 2R/g-x¥ ad/d- %

f'(x) ale méme signe quex.

, et comme a et b sont positifs,

dérivabilité en a limf'(x ) = (_—bj = o0
derivabilite en—-a : limf’ (x) = (—j = 400

donc f n'est dérivable nien a ni e (D,. =]-a,q ), mais la courbe de f admet des

tangentes paralléles a (Oy) aux poigtéa,g etS,(-a,0
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OxO0]-a,d f(x)=--= (- xz_)i?az— > < 0, donc la courbe de f nadmet pas

de point d’inflexion et est toujours concave
tableau de variation :

X -a 0 a
(x) [ oo + 0 - —o0 [>T
f 0 L b N 0
m
D' D X
Remarque

Le triangle OFS, étant rectangle en O onkS* = FO'+ 0$*= é+ B= 3§, donc
FS,=a

2
2° cas:

2
+y—2:1
a

e

2 2

Alors m=0y, (0,4, S,(0-4, F(0,9, F'(0,-9), D[o,%j, D'[O,—a—j,
a’ a’ x?

dEy=? etd'5y=—?. De plusy=0 « it i X¥=b" - x=boux-t,

doncl™ coupe (Ox) aux deux pointsS;(b,0 etS,(=b,0 . Par ailleurs :
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X2 yZ 5 a2X2
—+2 =1 -—a -
b* & y 03
2
- 2:%(b2_xz)
a a
o y=—+b*=-x* ouy=——~/F- ¥
. b

En posantf (x) :%\/bz —x2 onal =G, 0G, et il suffit de faire I'étude de f qui

est analogue a la précédente (exercice !). Onrilatiers la courbe suivante :

m

Définitions
Les points 'S, et S, sont également appelésmmetsde I'ellipse qui est ainsi la
seule conique a avoir quatre sommets !
Le segmen(S,,S] de longueur 2a est appgjéand axe, et le segmensS;,S)]

de longueur 2b est appelétit axede I'ellipse.

d) Equation cartésienne réduite d'une HYPERBOLE

Soit ' une hyperbole € >1, et commee = ¢ ona:
a

§>1@c>a>0c> é>8- & < 0 © &

Ainsi il existe b(OR’, tel queb® =c*-&’.
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Par conséquent I'équation de I'hyperbdle peut s’écrire sous la forme suivante

appeléeéquation cartésienne réduite de I'hyperbole

Zj—{;:l si m=(0x et Zj—:;:l si m=(0y)
oub*=c*-a’.
Remarques
* Cest le terme précédé d’'un « + » qui indique astl’axe focal m
* Pour les hyperboles on peut avaik b ou & |:
a’ se trouve dans le terme précédé d'un « + »
b’ se trouve dans le terme précédé d’'un =
« Commeb’=c-a& « &+ J= ¢é a et b sont les deux cotés d’un triangle
rectangle dont I'hypoténuse vaut c.

Construction d’'une hyperbole :

2 2

X

1°' cas: —2—%
a

=1

Alors m=0x, S(a,0, S,(-a,0 c=va+ car c*=a’+ I, F(c,0),

2 2 2 2
F'(-c,0), D[a—,oj, D'[—a—,oj, d=x=2 etd'=x=-2_ parailleurs :
c c

C C
x2 2 b2x2
e i
2
- yZZ%(XZ—aZ)

@ )/ZE\IXZ—a2 ouy:—E\/ X— &
a a
En posant (x) :9\/x2 -a’ onal =G, O G, etil suffit de faire I'étude de:f
a
CE.x*-a’20= x<-aoux :¢doncD, =(-c0,-a]O[a#w)=R \|-a,f

imf =lim L& 2 = +oo
oo o a pas d'A.-H
limf = +oo

—00

_f(x)_. bNx*_. bx_b
lim——~=lim ——=lim ——=
o X t© q X g X a
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Itm(f(x)—ng:ﬁm(gx&z—az—%szlim—ba(\/xz—az—x \/7“66+X
o0 +oo +oo _a + X

b x*-a-x . -ab -a
=lim=0C3 =lim = =0
+o g \/XZ_a + X +00 \/XZ_ a2+ X 400

) , b
donc on a une A.O.D. d’équatiop=—x et par un calcul analogue on trouve
a

également une A.O.G d’équatign= —

[Ix D]R\[—a et comme a et b sont positifs,

d 1 (x)——D bx__
ilx -a aJi/ X-

f'(x) ale méme signe que x.

dérivabilité en a limf'(x ) = (O_tij =+w eten-a: limf'(x)= (;—?j = —o0

donc f n'est dérivable ni en a ni era (D,. =R \[-a,d), mais la courbe de f admet

des tangentes paralléles a Oy aux pagifs,0 etS,(-a,0

OxOR\[-a,d f (x)=-= —ab < 0, donc la courbe de f nadmet

(a2 - xz)\/az— X
pas de point d’inflexion et est toujours concave

tableau de variation :

X —00 —a a +o0
’(x) - —00 +00 +
f +00 Ny 0 0 ya +00
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2 2
X

2° cas: y_2__
a® b

=1

Alors m=(0y). 5(0.9. S,(0-9, F(0.9, F(0-0, D[o%j D'[O,—a—j,

2 2
dEy:a— etd'=s y:—a—. Par ailleurs :
c c

2 22

=1l y2=ab)2( +a

-y’ =Z—z(x2+b2)

= y:%\/x2+b2 ou y:—g X+ b

y _

X2
a®

En posanft (x) :%\/x2 +b? onal =G, 0 G, etil suffit de faire I'étude de f :

a a ax .
D. =R,A.0.D.y=—x,A.0.G.y=-—Xx, f'(X) —————  méme signe que,
| Y ASS VI T ey

ab

f'"(x) = >0, donc la courbe de f n'admet pas de point d’inflax
A NS pasdep

et est toujours convexe et on a le tableau deti@nia

X —0co 0 +00
() - 0 T
f +o00 \‘ a /‘ +00
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e) Remarques concernant les coefficients a et b
» Si dans [léquation d’uneellipse on prenait a=b on obtiendrait
b>’=a’-¢ = ¢= 0= = ( et x*+y*’=a’=Db’ cest-a-dire I'équation du
cercle de centre O et de rayon a qui serait aloesellipse d’excentricité O ».
Or ceci na pas de sens dans le cadre de I'équdtmale puisque

PF=00Pd= PE 0O- B et la conique d’excentricité O serait réduite au
seul point F ! Il reste néanmoins que plus I'exdeité est proche de 0O, plus
les deux foyers sont proches (puisque alors ctsagalement tres proche de 0)
et les deux axes de lellipse de longueurs voisimasst-a-dire queplus
I'excentricité est proche de 0 et plus I'ellipseseemble au cercle de centre O
et de rayona= b ! De méme on voit que plus I'excentricité d’undpse est
proche de 1, plus c est proche de a donc b eshebe O, plus les foyers sont
éloignés 'un de l'autre et plus l'ellipse est datije ».
» Par contre il est parfaitement possible d’aveir b dans le cas d'une
hyperbole. On a alors :
o c?=a’+P=2d - &V20a £=V2 - e=42
o les asymptotes ont pour équations=x ety=-x (puisque
2=b=1): ce sont les deux bissectrices (perpendicul&irelsi
repére.
Une telle hyperbole est appelégerbole équilatére
» Dans le cas d'une hyperbole, si=1 alors c=a etb= (, donc les deux
branches de I'hyperbole sont tres «resserréedourade l'axe focal. Par
contre sie est trés grand alors=b eta= ( et par conséquent les deux
branches de I'hyperbole sont trés « éloignéeslbage focal.

> A retenir: La lettre qui se trouve en dessous yfedans I'équation d’'une

hyperbole se trouve également au numérateua pente de ses A.O. !

Exercices 4, 5, 6
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7) Courbes algébrigues du second degré

Comme nous l'avons annoncé au premier paragraphg, allons maintenant définir les

coniques commeourbes algébriques du second degré

Définition

On appelleconiquele lieu géométriqué des pointavi (x,y), dans un R.O.N(O,T,])

du plan, dont les coordonnées vérifient une égnatgmérale du second degré :
Ax?+By?+Cx+Dy+E+Fxy=0 (¥

(ou les coefficients réels A, B, ..., F ne sont mastnuls)

On peut montremhrs programme)!qu’en faisant un changement de repére par ratatio
autour de O d’un angle bien choisi on peut toujetasranger pour que dans le nouveau
repere I'équation (*) soit de la forme :

ax’ + by’ + cx+ dy+ e= 0 (*)
En d’autres termes on peut supposans perte de généraljtgue F=0.
L’étude générale de I'équation (**) étant trés laagen raison des nombreux cas qu'il
faut distinguer suivant les valeurs des coeffigemntb, ..., e, nous nous contenterons de

traiter les différents cas qui peuvent se présgraedes exemples.
Exemplel:a=b=e=lete &

x?+y*+1=0 - x*+y*=-1, ce qui est impossible, dofic=0 (conique dégénérée).
Exemple 2: a=b=10

cx+dy+ e= (, ce qui est I'équation cartésienne d’une droiteycd” = droite (conique
dégénéreée).

Exemple 3:a=1,b= & &= Oete-

x*-1=0« x=1oux=-_ alorsT =d,0d, ou d, etd, sont les droites strictement

paralleles d’équationsl, =x=1etd = x=- .. Ceci n'étant pas une conique au sens

défini au début (intersection d’'un double cdne’ehglan ) on peut supposer qu’on n'a

pasb=d=0oua=c=0.
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Exemple 4 :a=4 ,b=-1lete & e |

A -y?*=0< 4X°=y - y=2xouy=- 2, alorsT =d,0d, ol d, etd, sont les

droites d’équationd, = y=2x et d = y=- 2x (conique deégeneree).

Exemple 5: a>0,b>0ete & &
ax’+ by = 0= x=y=0,doncl ={O} (conique dégénérée).
Exemple 6 :a=b=1, -2, & 4ete

X2 +y?=2X+4y+5=0c - o (x—])2+(y+ 32: O x= lety- ,

donc ={A(L-2)} (conique dégénérée).

Exemple 7: a=b=1 -2, & 4ete- =

X2 +y2=2x+4y=20= 0o - = (x= P +(y+ 3=

doncl est lecerclede centreA (1,-2) et de rayon 5.

Exemple 8:a=4, b= 25, ¢ & Oete- 1

4x? + 25y - 100= (= 100- 2—5+y—4: donc I est uneellipse d’axe focal m=(Ox)

aveca=5,b=2, g 5D, - 50 ,,6 0.2 ,(S-0) 27 ?-a® < =+ =2184

F(J?lcj (\/71§)$——~ 0,92,d XJ22_51 & :x—%‘r’l

Exemple 9:a=9, b=4, - 54, & 40et=e 1

X’ + 4y’ - 54x+ 40y+ 145 0- B %- 6k+ @3+ 10y 145 0
- 9(x-3)°-81+ 4 y+ §°- 106 145
= 9(x-3)° +4(y+9° = 36+ 36 !

L (=9 (y+8)
4 9

=1
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X=x-3

posons :{
Y=y+5

etQ(3,-59, alors dans le repéréQ,T,]) la conique a pour

2 2
équation :T +? =1 doncl est uneellipsed’axe focalm = (QY) avec :

a=3,b=2 9 03,8 6)3.6 30,5 RpCAH*-a’«< =£=5 2

F(o/5) . F( 0-v9 az%z 0758 Y= 4,02,¢ ¥-——

V5 5
Exemple 10 :a=4, b=-9, & 16, & 126 ete- 4

4x* -9y’ +16x+ 126y- 42 O- A %+ 4= 03 14y 429 0
o 4(x+2)°-16- q y- )"+ 44t 428
- a(x+ 2 -9(y-7)"= 4e
- (x+2f - (y-7) =1

2

- (x+2)2—(y_7) 1

(RN

X=x+2

osons :
P {Y:y—7

etQ(-2,7), alors dans le repér@),?,]) la conique a pour

2
équation :X? —YT =1 donc I est unéhyperbole d’axe focalm = (QX) avec :

9

a=1, bz% CS(1p L S~ 4o, A.O.Y% Xew——é X6 2a ?b =Bs 1

3
VE V13 J13 3 3

Fl=20[,F|-Y22,0  g=Y27 e X=—== 0,83, X-—=

[ 3 3 3 V13 V13

Exemple 11 :a=0, b=1, - 10, & 12 et

y? —10x+12y+ 66= 0= ( y+ § - 36 10% 66
= (y+6)" =10x- 30
= (y+6)"=10(x-3
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X=x-3

Y=y+6 etQ(3-6, alors dans le reperéQ,Lj) la conique a pour

posons :{
équation :Y? =10X donc ' est uneparabole d’axe focalm =(QX), de sommeQ,

de parametrep =5, de foyerF(g : OJ et de directrical = X =—

N o

Exemple 12 :a=3, b= 0, - 30, & 1let=®
3x% - 30x+ y+ 76= O :{ X - 10>)+ W 76 0
= 3(x=5)" - 75+ y+ 76= (
- y+1=-3(x-5’
- (x—5)2:—%(y+1)

X=x-5

tQ(5,- I | aréQ 7. 1) | i
Y=yl etQ(5,-1), alors dans le reperé ,I,J) a conique a pour

posons : {
équation X? = —%Y donc I est unegarabole d’axe focalm = (QY), de sommef? ,

de parametre -1 , de foyerF(O,—iJ et de directriced =Y :i.
6 12 12

Exemple 13 :a=b=1, &= &= Oete—- Z
L’équation obtenuex® +y* =25 est celle dwercle de centre O et de rayon 5, ce qui

montre que d'apres la définition page 25 le ceedebien une conique alors qu’avec
I'égquation focale on n'obtient que des ellipses kigoerboles et des paraboles !

Remarque

Dans I'équation générale (*) les 6 coefficientssnat pas tous nuls, donc en divisant (*)
par un de ces coefficients non nuls on obtientémeation générale avec 5 coefficients.
Ceci montre quine conique est entierement déterminée par la dodeé5 de ses
points! Vous pouvez tester ceci en utilisant la commandeonique » dans
GEOGEBRA!

Exercices 7, 8, 9
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8) Définition bifocale des coniques centrées

Soit ' une conique centrée (ellipse ou hyperbole) d’axalfm, de foyers F et F’, de
directrices d et d’ et d’équation focale :

[ =PF=¢[Pd ou [=PF'=¢elPd
a) Exploration a I'aide de GEOGEBRA

Soient deux points F et FfAB] un segment de longueur s. Nous allons construire
les lieux suivants :
» E={P/PF PF= k
« Construisons un poinEO[AB], notonsp=AC et q=CB et construisons
les cercle<, (F,p) etC,(F',q).
» Ces deux cercles se coupent si seulement si istrnditions suivantes sont
vérifiées (inégalités triangulaires) :
FF'<sp+tgq= FFs ) p<qg+FF(2 q<p+FF(3

Or(2) = p+q< 2g+ FF'=  2¢ FF- s FE' 24 qu_—ZFF

et(3) - q+ps< 2p+ FF'= = 2p FF-~ s FE' 2p sz_TFF

s+ FF’

De plus(2) = p+ps< g+ p+t FF'= 2x 8 FF: g et de méme
(3) = q+qs p+ o+ FF'= 2 s FF- qs+2FF.
En posantd:S_ FF on as—-d= s—S_ZFF -2 23 FF_ $2 Fi et par

conséquent les deux cercles se coupent si et sentesim

FF'<s(),d<ps<s-d(4 etdsqss-d(§

- Effagons C et construisons deux points D et E[#B] tels queAD =d et
BE = d. Désactivons I'affichage deAB] et construison§DE], puis un point
CO[DE]. En désignant de nouveau ppr=AC et par q=CB, et en

reconstruisant les cercles,(F,p) et C,(F',q), on voit que pour tout
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CD[DE] les trois conditions (1), (4) et (5) sont vériBé&n faisant varier le

point C sur[DE] les points d’intersection des deux cercles déntiequ’on

obtient de facon compléte en utilisant la commaadleu ». On constate que

[E est I'ellipse de foyers F et F’, de centre O eixé’ non focal m’.

T

» H={P/|PF PR=k

- Construisons un segmeffF]|, sa médiatrice m’ et un segmg#B] dont
la longueur sera noté s¥ 0 car A #£B). On sait que pour tout poift(] m'
on aPF= PF, doncPF- PF= (et par conséeque®H . Or si P et F sont
du méme c6té de m’ on &PF< PF', don¢ PF PR PF' letsiP estdu
méme c6té de m’ que F' on #F> PF', don¢ PF PR PF F

* Pour obtenir deux nombres positifs (variables gt tels qugp—qg=s on
peut faire la construction suivante :

A B Cc

ou AB =s, AC=p, BC=q (en particulierg < p) et C appartient a la demi-
droite rouge.
« Les points d'intersection (éventuels) P et P’ daslesC, (F,p) et C, (F',q)

se trouvant plus prés de F’ que de F onRF- PH'= PF PR p g ,

donc ce sont deux points dé. Or ces deux cercles se coupent si et

seulement si les inégalités triangulaires suivasoes vérifiées :
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FF'<sp+tqe FF- 2 p & 26 FF' 29 s FFZ_SS (9)

p<FF¥qg- p- o< FF-= s FH' )
q< FF%+ p( 3 ce qui est toujours Vérifié puisqae< p

FF-s

Ainsi en posant = les deux cercles, (F,p) et C,(F',q) se coupent

si et seulement ##F'>s- FF> ABetg=d~ BCz=d

De méme les points d’intersection (éventuels) P’ etes cercle$13(F,q) et
C4(F',p) se trouvant plus prées de F que de F on a:
|PF- PH'= PF* PE p g , donc ce sont également deux pointskie
Les conditions d’existence de ces points d’intdisecsont exactement les

mémes que pour les deux premiers cercles.

Ces calculs préliminaires nous aménent donc a reorestune demi-droite
[AB), un point DO[AB)\[AB] tel que BD=d, la demi-droite (rouge)
d’origine D entiérement contenue da{msB) et C un point sur cette demi-

droite :

En construisant ensuite les quatre cercles défihis haut et leurs points

d’intersection, on obtient le ligd. On constatél est I'hyperbole de foyers F

et F', et d’axe non focal m’.
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b) Définition bifocale d’'une ellipse

2 2

Soit ' une ellipse d’équationc)l(7 +yF =1 dans un R.O.N. dont 'axe Ox est égale a
a
: . _C _a o
laxe focal m, alors F(c,0), F'(-c,0), e=—<1,d=x=— etd'=x=-—.
a c c

Comme [l'ellipse est entierement située entre sestdices d et d(voir figure p 17)

2
on a pour tout poinPUl :Pd++Pd= dd= zﬁ— d'ou :
c

PF+ PF=eOPd-e0PE el Pd Ppell ddgm Eﬁgz

Réciproquemerdi PF+ PF= 2¢alors on a, en posaﬁ’t(x,y) ;

2 2

\/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2:2a:>...(exercice!b);—2+ygz > Pr,dou:

Théoréme et définition
Pour toute ellipsé de foyers F et F’ et de grand axe 2aon a:
OP POr « PH PF= 2

En d’autres termesl” ={P/PF+ PF= 2R : c’est ladéfinition bifocale de

I'ellipse.

c) Définition bifocale d’'une hyperbole

2 2

Soit ' une hyperbole d’équatioﬁ(;—ygzl dans un R.O.N. dont 'axe Ox est
a
. .- _ : _c _, . & o &
égale a I'axe focal m, alors=(c,0), F'(-c,0), e==,d=x=— etd's x=-—.
a c c

Comme l'hyperbole est entierement située a l'egtéride ses directrices d et d’
(voir figure p 18)on a deux possibilités pour tout polEIl" :
e P estdu méme coté de d que F (dBax Pd et Pd= Pd= dd), alors :

c 2
PF- PR=e0Pd*cOPdel] Pd' Beed ddt (B =
a C
e P estdu méme coté de d’ que F (ddtdt'< Pc et Pd— Pd= dd), alors :
2
PF- PF=eOPd-e 0P el Pd Pitel ddS B =
a Cc

Dans les deux cas on #F- PH'= 2.

Réciproquemerti |PF- PF'= 2z alors on a, en posaft(x,y) :
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PF-PF= 2aouPF' PEF 2a

3\/(X_C)2+y2—\/(x+c)2+y2:2aou\/( X+ 3%—\/( x ¥+ y= 2

= ...(exercice!)

2 2

Xy _
3;‘@—1
= POl

Théoréeme et définition

Pour toute hyperbol€ de foyers FetF ona:
OP POT = |PF PR:= 2

En d’autres termesl :{P/| PF PH= 2}\ - ¢’est ladéfinition bifocale de

I'hyperbole.

Exercices 10, 11

9) Tangentes a une conigue

a) Tangentes a une parabole

Soit ' uneparabole de sommet S, de directrice d, d’axe focal m gbalmmeétre p.
Nous avons vu que dans un R.O.N. d’origine S exafgparalleles a m et & d

I'équation de la parabolE est de I'une des quatre formes suivantes :

«  x*=2py si m est 'axe des y orienté de S vers F
s x*=-2py si m est 'axe des y orienté de S vers D
«  y*=2px si m est 'axe des x orienté de S vers F
Yy =-2px si m est 'axe des x orienté de S vers D

Cherchons I'équation de la tangente (T @u pointP(x,,y,)OT .
F vl — — 1 2 — 1 2 .
. Si X =2py =« y=— X, 0n a, en posarit(x) =—x~ :
2p 2p
F=G, et(T)=y-y,=f"(X,) (X —X,)-

Commef '(x) :2i2x =X et quex,’ =2py, (carPOr), il vient
p P
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2o (x=x,) = py=pys = XX~ X

(T)Ey_yo:
p

= PY—PY, = % X— 2pYy,
= PY+PY, = XX

Si x> =-2py on obtient de méme (exercice Q)F) = XX = —pY, — Py
Siy*=2px = y=\/27px ou y= —\/Tpx il faut distinguer trois cas :

1 cas: y,>0

Alors PO G, ou f(x) :\/ﬁ (en particuliery, =f(x,) :\/fxo) et comme

Fi(x) =—2P ,doncf'(x)=—L— =P ona:

- p
22px 4/ 2px 2p%, Yo

M=y-Y, :f'(XO)(X—XO) I y_yo:_(x_xo)

0
= Yo¥ ~ Yo = PX = PX,
= VoY ~2PX, = px— px, ( car §= 2p)
And yoy = pX+ pxo

2°cas: y, <0

Alors POG, ol f(x)=-y2px (en particulier y, =f(x,) =—/2px,) et

) — p ' - P __ P _P :
commef'(xX) =————, donc f'(x,) =-— =- =—, la suite des
\/2px ° 2pX, Yo Yo

calculs et le résultat sont les mémes que darfs ¢as.

3°cas: y, =0 (alorsx, =0 cadP(0,0)

Alors PO G, ou f(x) =/2px et comme

Iimf(x) —10) =lim 2IOX_O:Iim ‘/@:ﬂo, G, admet 'axe Oy comme
o X o X o\ X

tangente, d'o((T)=x =0 = 00y= px+ pL

Conclusion: dans les trois cas on obtien(T) = y,y = px + pX,

Si y?=-2px = y:,/—2px ou y=—/- 2p» et par un calcul analogue au

précédent (exercice !) on obtien{T) =y, y = —px — pX,
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Théoréme

Latangente(T) a uneparabole I' au pointP(xo,yO)D I a pour équation :
= (T)=xx=py+py  sil=x"=2py
. (T) =xox =-py, - py sil =x?=-2py
© (M =yy=px+px, sil =y”=2px

. (T) =Y,y =—px—pXx, sil =y*=-2px
b) Tangentes a une ellipse

XZ
Zrgle P(%.Y,)OT .
Cherchons I'équation de la tangente (T) &n P. Comme

2 2 2,2 2
%+%=1@ y2=b2—b7x = yzzg(az— x) = y=19a\/ &- X

il faudra distinguer deux cas :

1°"cas :y, >0 (alorsy, :g«/a2 -x2)

Soit ' une ellipse d’équatiof =

Posonsf (x) = Exlaz - x?, alorsf'(x) _b 32X - —PEIL donc
a _

aof@-¢ aJa-x

X ;
9720 = et par conséquent :
a —

v X
(T)Ey_yo :f'(XO)(X—XO)

PN y—yO:—EE]%(X_XO) |@ [aZ_)%: a%: aZyO
a /& =X b

f I(Xo) =-

oo

2 2

a a
ad byoy_ byOyOZ—bXO(X—XO)
a & 1
@Fyyo—zyﬁz—bxox+bx§ Elaz—b
o W Yo _ XX Xo
b?> b? a &
o XXo +M—X_(23+y_(2)
a v & b
X;(ZO+%—1 (car P()g,)g)DF)
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2°cas :y,<0 (alorsy, = —gw/a2 -x2)

Posonsf(x) = —E\Ia2 -x?, alors f'(x) :EgL2 donc f '(x,) _b oXo
a a

a ya*-x a* =%}
et par un calcul analogue au précédent (exercioa Ybtient exactement le méme

Wo
b’

) XX
résultat :(T)=—>+
a

x> yP . XX
Dans le cas ou” E?er_z:l on obtlent:(T)Eb—z"+&2°:1 par un calcul
a

analogue en échangeant a et b, d'ou :

Théoréme

Latangente(T) a uneellipse ' au pointP(xo,yO)D I a pour équation :

2
. (T)Eﬁ+M:1 SirEX_2+

y* _
=1
a o a o
_XXO yyO_ H —XZ y2_
CoMEE e Tt et

c) Tangentes a une hyperbole

Par des calculs analogues aux précédents (ex&rcoanontre que :
Théoréeme

Latangente(T) a unehyperbole I au pointP(xo,yO)DF a pour équation :

_ XX Yo _ .- _X Yo _
e M=o Ho-y r=>-Y o1
M a v S a P
voMmeWe XY X
a a

Remarque : intersection d’'une conique et d’une drde

> Pour trouver les points d’intersection d’une coeiduet d'une droite d (il y
ena0, 1 ou 2) il faut résoudre le systeme forardgs équations de la droite
et de la conique.

> Sidn T =0, on dit que la droite esixtérieure a la conique (elle peut étre

asymptote a la conique dans le cas d’une hypetbole)
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> SidnTl ={ I} alors la droite d est soit une tangente, soitsémante a la

conique (si d est parallele a une asymptote d'yperole).

> SidnT ={1,3 alors la droite d estécantea la conique.
Exercices 12 - 24

10) Propriétés optiques des conigues

a) Propriétés préparatoires (appelées aussiemme$
Lemme 1

Soit d une droite non parallele a (Oy) d’équatiba y = ax+ b qui coupe (Ox) en A
et a I'angle formé par d et Ox tel que= xAB ot BOd et Yg >0. Alors :

démonstration :

1°"cas: a> 0

Choisissons B et C tels que le triangi¢ABC) soit rectangle en C 65C =1 Alors

BC = pente de & ettana:B—C:E:a
AC 1
y !
B
1e
" A/rC _
o 1 X
d

2°cas: a<0

Choisissons B et C tels que le triandl€ABC) soit rectangle en C &8C =1. Alors

BC:|pente de|d:— puisque a<0 et tan(n_a):i_cz__fl:_a' Comme

tan(m-a) = - tam on a bien tana = a.
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y B
1e
-0 a
O 1 C A X
d

3cas:a=0

Alors d =(Ox), donca =0 ettana = tan0= O= &

cqfd
Lemme 2

Soient d et d’ deux droites d’équatiodsy=ax+betd'=y=a'x+b (d et d’

non paralleles a (Oy)), sécantes (&d a'), non perpendiculaires (doraa 'z - J)

et a I'angle aiguformé par d et d'. Alors [tana =

1+aa

démonstration:

1*"cas:a=0oua'=0 (p.ex.a'=0etaz 0)

J "
2>0 et 2'=0 \ y | a<0 et a'=0

0 1 X
a
- d
O V

R tan(mm—a)=a (d'apréslemme
tano = a (d'apres lemme ( ) (d'ap

=|d (cara> 0) - -tana=a

- tana =-a
= tano =|d (carx 0)

_a-0|_| & a

pour les deux figures on gana :|4 |1+ a[d _| n 3364
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cas généralaz Oetaz (

Posonsd n d'={ A}, a =angle aigu formé par d et g3 =angle formé par d et (Ox)
tel quetanp = a et y=angle formé par d’ et (Ox) tel quany = a d’aprés lemme 1.
Dans tous les cas de figure on obtietana :|tar([3—y)|. Veérifions-le sur deux

exemples :

A X
a
(m-a)+B+(m-y) =1~ a=m+p-y (m-a)+(n-B)+y=m= a=m—(B-y)
donc tana = tar(B-y) donc tana = - tar(B-vy)

_[tanp-tary|_| & 4
|1+ tanB tan/| | iz aé

Ainsi dans chaque cas de figure ontana = | tar(B—y)|

Propriété optique de la parabole

Soit ' uneparabole de foyer F, de sommet S et d’axe focalRnjI \{3 , (M la
tangente & en P,a I'angle aiguformé par (T) et (FP), ¢ I'angle aiguformé par
(T) et m (ou toute autre droite paralléle a m, erigulier celle passant par P).
Alors a =f3.

démonstration :

Prenons un R.O.N. d'origine S av¢8x)=m orienté tel queF(g,OJ. Dans ce

repére " =y? =2px, pour tout P(x,,y,)OF {g on ax,>0ety,# 0 et enfin

_P L PX
Yo Yo

'éequation de (T) est donnée pa(T)=y,y =px+pX, = Yy . Ainsi la

pente de (T) vautl et celle de m vaut 0.

0
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En appliquant le lemme 2 aux droites (T)nditm on obtient :

P o
tanp = Yo =[P}
1+£|:(D Yo
Yo

Pour l'anglea il faut distinguer deux cas :

1°'cas: X, # X, c'est-a-dire (FP) et m ne sont pas orthogonales.

Alors la pente de (FP) vage Ve = Yo~ 0__2%

etd’'aprés le lemme 2 on a:

= Xg X - p 2x—p
2% _p ZVS-p(Zxo—p)‘
tang =|_2Xe =P y0 (2%-P) % | _| 255~ 2p%+ §|
1 2yo 2%~ P+ 2D | | (2%,+P) Y,
-p yo 2%~ P
_|2px - 2p%+ B _| 2%+ B|_[p(2%+0)|_|p
(2%+0) Yo | [(2%*+P Y| [(2%*+ B % | Y%
Ainsi tana = tar3, donca =3 puisquex BD} Og[
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2°cas: X, =X; = (FP)O m

(T)

Alors FPP’'D est un rectangle, et comR® '= Pf (puisquel est une parabole)

FPP’D est un carré dorfeP= FD = y, = p(1) et FDP= BEF:]—: (2).

Or tanp = pente de (T:)£ (et ceciindépendamment du point d’intersection de (T)
0

et de mqui n'est pas priori le point D !) donctanf = 1d’aprés (1). Par conséquent

B :]—: et d’apres (2) la droite (DP) et la tangente (T) fornteembiéme angle avec m

et comme elles passent toutes les deux par P(6h=aPD), donca = B(:]—A-j.

Commentaire

Cette propriété montre que si F est une sourcenkunsie (p.ex. une ampoule), alors
tous les rayons de lumiére qui touchent la paralsolet reflétés par celle-ci
parallélement a l'axe focal, c’est-a-dire que laapale (en fait un paraboloide,
surface obtenue en faisant tourner la paraboleuadte son axe focal) peut servir
comme miroir d’'un projecteur. Inversement tousragons lumineux paralleles a
I'axe focal sont réfléchis par la parabole sur fayer, ce qui montre que la parabole
peut aussi servir comme miroir d’'un télescope (@®ns d’'une étoile arrivant sur
terre peuvent en effet étre considérés comme ptaatieles et I'ceil de I'observateur

sera placé en F).
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c) Propriété optique de I'ellipse

Soit ' uneellipsede foyers F et F'POT, (T) la tangente & en P,a I'angle aigu
formé par (T) et (FP), €8 I'angle aiguformé par (T) et (F'P).

Alors a =3.
(TN&
b

-b

démonstration :

Prenons un R.O.N. d'origin® = milieu dd FF' avec (Ox)=m orienté tel que

F(c,0), F'(-c,0, S(a,0 etS,(~a,0. Dans ce reperE Ex—z+

=1 (avec
a

<,

Il faudra distinguer trois cas suivant la positaP :
1°'cas: y,=0
Alors P=§ ou P=S,, donc(T)=x=a ou (T) =x =-a et dans les deux

casonat =f=0.

2°cas: X, =c ouXx,=-c, c'est-a-dire(PF) 0 mou( PF'O n

2y _ . e b(E-¢) pr_ ¥ ¥
P(ic’yO)Dr@az-l-bz_l sz_E Z = 2 = 3 = 2 Y =% :
et o7) o3} Ao ourl3)
On a donc quatre possibilité#; c— |, P| c,— |, P| -¢,— | ouP| —¢c,——
a a a a

. b? .
Nous traiterons le calé[ c,— |, les calculs pour les autres cas étant analogues.
a
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b2
-y
_CX a’ _ CX VYy_ CX _ _ C
N=—+2 =1« —+2=1« —+Vy=as =—— X+ 3
(M) a & a a ’ T

(T)nm: y:O@gx:a@ x:iz,donc(T)nm:{D[a—:,Oj} et (T) = (PD)

C
a c a-c
. FD o~ > _a a
Dans le triangle?d (PDF) rectangle en Ftana=—=-"C¢__ =_ € -~ %-¢
glen (PDF) g F b? b’ c B c
a a
2
b7_0 b? c
D'autre part la pente dE'P=-2— =— et lapente de (T} -—, donc d’aprés le
c+c 2ac a
‘b2+c B+ 2¢ ‘af—é+26 ‘é+j| |
. _| 2ac _a|_| 2ac|_ 2ac |_| 2a¢_|28|_a
lemme2 : tanf3 = = = = = =— et
P ‘1_b2% ‘Zaz—lf ‘zgﬁ 5-1 ‘ n %T 2ad ¢
2ac 24 2a 2a
par conséquertana = tarf3, donca =3 puisquex ﬁD} Og{
3°cas: x,z*cety,# 0
_ XX, YoY _ 2 b?x b?
T =202 450 -1 & Px.x+ & =dh - =0

. b?x, Yo—=0_ Y, ,
Ainsi la pente de (T) vaut——, celle de (FP)=———=——— et celle (PF’)
a‘y, X,—C X,—C

L, donc d’'aprés le lemme2 :
X, +C
Yo, b, Yo+ b°x (%~ 9| |& @+ BP- Koy
tana =| %2 =C @Y% | 2y (%-9 |_ Yo
1= Yo PP%| | &(%-9-Bx dx-de By
X,—C &YV, a*(x,~ ¢ 1
_ a’b? - P cx, ‘:| bz(az—%) |:| bz(éf‘ C>6) |:| b? |
yo(xo(az—bz)—az()‘ ‘yo(xocz—azc)‘ ‘—c%(e%—x)()‘ EA
Yo b
tanp Xp*C &Yy :..._b_2
1 yO Eb@ Cyo
Xo*+C &Y
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par conséquertana = tarf3, donca =f3 puisquex BD} Og[

Commentaire
Un rayon lumineux partant d’un foyer dans n'impagteelle direction sera réfléchi
par I'ellipse vers l'autre foyer.

d) Propriété optique de I'hyperbole
Soit ' une hyperbole de foyers F et F',POI avec Pz sommet d€, (T) la
tangente & en P,a I'angle aiguformé par (T) et (FP), @ I'angle aiguformé par
(T) et (F'P). Alorsa =3.

La démonstration, laissée en exercice, est analagagprécédente

1

(M I

Commentaire :

Un miroir hyperbolique réfléchit un rayon issu d’toyer comme s'il était issu de l'autre
foyer !

Exercices 25 - 27
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FORMULAIRE SUR LES CONIQUES

d’équation focale: [PF=¢Pd

A) PARABOLES

» unedirectrice d, un foyer F, excentricité e =1

« axefocalm: FOm,mOdetm o={ D (m estun axe de symétrie)

» parametre pde la parabolep=Fd= FD

« unsommetS= milieu dg DF : SF= SD:g

» équationdans un R.O.N. d’origine & d’axes parallelesametad:

si m=(Ox) orienté de S vs F alors|y’ = 2px|, F(%;O} ,d=x= —g et (T) =yoy = px+ pX,

2__

si m=(Ox) orienté de S ws D alors|y® = -2px|, F(—g;oj ,d= x:g et (T) =yy = —px— pX,

si m=(Oy) orienté de S veF alors|x* =2py/, F(Oigj ,d=y=-

N o

et(T) =x,x = py+py,

si m=(Oy) orienté de S ve D alors|x* = -2py|, F(O;—EJ ,d= yzg et (T) =x.x ==-py-py,

ou (T) est la tangente a I'ellipse au polir(txo;yo)

B) CONIQUES CENTREES : ELLIPSES et HYPERBOLES

1) Conigues centrées

axes: axes focam et axe non focam’

m O m'et m et m’ sont leaxes de symétride la conique
deuxsommetssur I'axe focalm S, et S,

uncentre: le milieuO de[S;,S], on posea =0S = OS

O estcentre de symétride la conique eD0mn m'

deuxfoyers F, F'J m symétriques par rapport a O, on poséOF= OF

la distanceFF'= 2c est appelédistance focale

deuxdirectrices d et d’ symétriques par rapport a m’ ayéd = Od =2
c

C . C
excentricite (€ =—
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Ellipses (e <1)

le nombre réel positib < aest défini par [b’ =a>~ ¢ = &= B+ ¢

deuxsommetssupplémentairesur m' :S; et S, avec :0S,= 0§ =t

on appellegrand axela distanceS S, = 2a etpetit axe la distances;S, = 2b

équationdans un R.O.N. d’origine €t d’axes parallelesametad:

2 2
— si m=(Ox) alors %+§:1 . S,(*¥a,0,S,,(0+b, F(c,0), F'(-c,0),
o & : o Yo _
d,d's X—i? et latangenteau poth(xO,yO) (T)_ +=—= 7

— sim=(Oy) alors

—1 ,S,(0x4d),s,,(xb,0, F(O,c), F'(0,~c),

mN|~<
q,| g

2

d,d's y:i% et latangenteau pointP(x,,Y,) : (T) = ° +220 yyo

={P/PF+ PF= 2h(définition bifocale)

Hyperboles (& >1)

« le nombre réel positis est défini par |b> =2 -& = &= &+ 0|

» deuxasymptotes obliquegA.O.) passant par O
» équationdans un R.O.N. d'origine @t d’axes parallelesametad:

2 2
— si m=(Ox) alors %—%zl,A.O. ; y:iEX, S.,(*a,9, F(c,0), F'(-c,0),
a ,
2
d,d'= x=+2 et latangenteau pointP(x,,y,) : (T)EX—XZO—%:l
c a

2 2
— sim=(Oy) alors y—z—%:l,A.O. : y:i%x, S.,(0x4d), F(O,c), F'(0,~c),
o ,
2
d,d'sy= i% et latangenteau pointP(x,,y,) : (T)E&;—%:l
a

* sia=bles A.O. sont orthogonales et on dit que I'hypesbedtequilatére.

« I ={P/|PF- PH= 2h(dé&finition bifocale)
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EXERCICES

Dans un R.O.N(O,T,]) du plan on définit 4 paraboles par leurs équattangsiennes
réduites :
2 2 2 5 — 2 —
y-=12x (1) X“+9y=0 (2) y +EX—O (3) 8x“-5y=0 (4)

Pour chacune d’elles, précisez I'axe focal, le fatda directrice. Construisez-les.
Dans un R.O.N.(O,T,]) du plan on donne les point&(3;0), B(-7;0), C(0;5),
E(,3) etles droitesl=x=-3, d'=y=-1.

a) Ecrivez I'équation cartésienne (dalﬁ@,T,])) de la parabole de foyer A et de

directrice d. Précisez son axe focal et son sommet.
b) Mémes question pour la parabole de foyer B et ceztlice d.
c) Meémes question pour la parabole de foyer C et etlice d'.
d) Meémes question pour la parabole de foyer E et deiice d.
e) Meémes question pour la parabole de foyer E et igiice d’.
Donnez une équation cartésienne dans un R.O.NgilierO des paraboles de sommet
O, de foyer F, de directrice d et de parameétreipéyifient :

a) (Ox) est I'axe focal, la coordonnée non nulle desEpositive ep=7.
b) (Oy) est I'axe focal, la coordonnée non nulle desEnégative ep =1zl.

c) d=x+6=0.

d) F(0;4).

e) F(0;-1).

f)  (Ox) est I'axe focal et le poiriti (3; —4) appartient a la parabole.

g) (Oy) est l'axe focal et le poir¥ (2;-5) appartient & la parabole.

X2 y2 X2 y2
Soient F152—5+—:l et FZEE_E:l dans un R.O.N. Pour chacune de ces

coniques déterminez sa nature, son axe focal,ssamets, ses foyers, ses directrices,
ses asymptotes éventuelles et son excentricitén&o@galement une équation focale

pour chacune d’elles. Construisez-les (unitésm} c
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Le plan est rapporté & un R.O.N. d'origine O. D@éieez une équation cartésienne et
une équation focale des coniques de centre O tglies

a) (Ox) estIl'axe focal, le grand axe vaut 16 et ktatice focale 12.

b) (Oy) est I'axe focal, la distance focale vaut 20excentricité /20 .
c) (Ox) est I'axe focal, le petit axe vaut 10 et I'ertricité 0,2.

d) (Oy) est l'axe focal, le grand axe vaut 32 et lnigoe passe pak (1;2).
e) La conique passe par les poiﬂ{@;l} et B[%;ﬁ} ete<l.

f)  (Oy) est laxe focal, la distance focale vaut 24 ltconique admet deux

asymptotes obliques qui forment un anglegded.
g) Un foyer a pour coordonnégs3;0) et 'excentricité vaut/3.

h) La conique coupe l'axe focal e(@;—2) et elle admet comme A.O.y::?l%x .

i)  Unfoyer a pour coordonné¢s8;0) et le petit axe vaut 12.

a) SoitP la parabole d’équatiody” +12y+ 4x+ 9= ( dans un R.O.N. Déterminez les

coordonnées de son foyer, de son sommet et lesi@éugide sa directrice et de son

axe de symeétrie dans ce méme repere

b) Mémes questions pour la parabole d’équaiém 6x —5y= 0.

Identifiez les coniques données par les équatioinaistes, donnez leurs caractéristiques
(foyers, directrices, sommets, excentricité, asytgst éventuelles) et représentez-les :
a) 4x*+9y°-36=0

b) 9x*-y*+18=0

C) 99X’ +4y’ - 36x+ 8y+ 4= (

d) x*+y*-2x+4y+1=0

e) 4y’ -24y+ x+ 36= (

f) 4x*-y*=2y

g) x*+6x+y=0

h) 4x°-y’+x+4y-48=(

) y=2/x*-4
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)  y=2-4-x*-2x
Ky x=2+,2+y
Déterminez une équation, le sommet, le foyer elirlectrice de la parabol sachant

que :
a) L'axe deP est horizontal P passe paA(-2;3), B(2;7) etC(-11).

b) L'axe deP est vertical eP passe paA(-2;3), B(2;7) etC(-11).
c) Laxe deP nest pas oblique €% passe paA(-15), B(12) et C(3;5).
Déterminez I'équation cartésienne réduite des emscsuivantes données par un foyer

F et la directrice associée dans un R.O.N. ainsileur excentricité :

a) F(L4),d=y+3=0ete=2.
by F(-2.3, dEx+5:Oeta:%.

) F(52,d=y-1=0ete=1.

d F(6-2,d=x=28ete=3.

e) F(-%.,5),d=x=-1ete=1.

Soient A et B deux points fixes avetB =8. Déterminez la nature, donnez une
équation cartésienne et une équation focale des $igivants puis construisez-les:

S ={M/MA +MB =10} TT={M/|MA -MB | =4}

Un jardinier souhaite créer un parterre de forntiptgjue dont la grande dimension est
20 m et la plus petite 10 m. Pour cela il plantexdpiquets fixes M et P dans le sol
auxquels il attache les deux bouts d’'une ficellgde d’'une certaine longueur. Il tend
cette ficelle par un piquet mobile R qu’il gardejmurs vertical tout en le déplacant de
telle fagcon que la corde reste bien tendue. Jestffourquoi le piquet R décrit de cette
facon une ellipse ! Comment faut-il choisir la diste entre les piquets fixes et la
longueur de la ficelle pour obtenir I'ellipse soitéa ?

Soit 'hyperbole d’équatiodx” —9y* = 36 et les droites :
d,=x-y+1=0

d,=2(v2+1 x- 3y- gV 2+ )= «
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20)
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d,=y= 4_2_\/5 X

3
Etudiez les positions relatives de ces droites et de cettzelinlp.
Déterminez les équations des tangentes a lellipse d’équatidr 16y’ = 144 aux
points d’abscisse 2 et aux points d’ordonnée 3.
Discutez suivant les valeurs du parametre réel m la posiglative de la droite
d=x+y=m etde lellipsel =4x* +y* =1.
Soit ' une parabole de sommet S, de directrice d et ger 6, T un point del
différent du sommet S, t la tangentd aau point T. La tangente t coupe d en U et la

droite passant par le foyer F qui est paralléleesa & (figure !). Montrez quEU = FR.

Soit I' = y* = 2px I'équation d’une parabole dans un R.O.N. du pMrx,,y,) O ett
la tangente & au point M qui coupe (Ox) en T et (Oy) en J.
a) Déterminez une équation de t.

b) Montrez queT (-x,,0) etJ(O,%j.

c) Deéduisez-en une construction de la tangente t.

Soit I'ellipse d’équation cartésienfies 4x* + 9y* = 36. Déterminez les équations des
tangentes a cette ellipse issues du p&ifg;0 ainsi que les coordonnées de leurs

points de contact.

Soit I'hyperbole d’équation cartésiering x* —4y*—4= 0. Déterminez les équations

des tangentes a cette hyperbole issues dul(irl) . Faites une figure !

Soit I'hyperbole d’équation cartésierine16x>— 25y + 400= (. Déterminez les

équations des tangentes a cette hyperbole de cdeaﬁiangulaire\/s—?. Faites une

figure !
Soit la conique déquation cartésiefiney’-6y-8x+41=C et la droite
d=3x-4y+ 1= 0. Déterminez les équations des tangentes a cettiqueo qui sont

paralleles a d. (figure !)
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2
21) Soit la conique d’équation cartésierh‘nex2+y3:1 et la droite d=x-3y=09.

Déterminez les équations des tangentes a cettgqumigui sont perpendiculaires a d.
(figure 1)

22) Calculez le réel p pour que la droite d’équatidre y=px+5 soit tangente a
I'hyperbole I =9x* - 16y = 144

23) Déterminez une équation cartésienne de la tangeledlipse ' =3x” +5y° — 32= Cen
ses points dont I'abscisse est égale a I'ordonnée.

24) Le point P(-12 est 'un des sommets du parallélogramme circonsciiellipse

F=x*+4y°-16=0. Trouvez les équations cartésiennes des cOtés e€e c
parallélogramme.

25) Le miroir d’une torche électrique a la forme d’uar@boloide (surface engendrée par la
rotation d’'une parabole autour de son axe focall2lem de diamétre et de 3 cm de
profondeur. Ou faut-il placer 'ampoule pour que l&yons lumineux émis soient
réfléchis parallelement a I'axe du paraboloideuAlle distance du point S ?

i

26) Dans un R.O.N.(O,T,]) (unité : 1 cm) on donne le poimA (1,4) et I'hyperbole

d’équationl” =16x° - 9y* = 144

a) Déterminez toutes les caractéristiques (sommeygrsp directrices, asymptotes,
excentricité) de I'hyperbole puis représentez-igufe soignée !).

b) A partir du foyer F’ on dirige un rayon laser sardranche de I'hyperbole la plus
éloignée de F’' (on suppose pour cela que la brafech®us rapprochée a été
enlevée pour laisser passer le rayon). Ce rayoméfigchi par I'hyperbole et
atteint le point A. Déterminez les coordonnées dimtpd’impact | " du rayon.

Justifiez vos calculs !
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27) Deux points A et B sont éloignés de 12 m et latdrdiforme avec (AB) un angte. Un
rayon lumineux issu de A est réfléchi par d au p@iret arrive en B apres un parcours

de 20 m. De plus la projection orthogonale C' des@r (AB) est telle que

C'O[AB]etAC'=1m.

B C' A

a) Montrez que C appartient a une conique dont votesaénerez I'équation réduite.
b) Quelle est la position de d par rapport a cettégeen? Trouvez son équation !

c) Calculez une mesure de I'angle
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