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COURS

1) L’invention du “nombre” i

Un des premiers problémes traités palgkébre science inventée par les Arabes au
IX® siécle (« al-jabr » signifie « calcul » en aralfef Ja résolution des équations du
premier, deuxiéme, troisiéme et quatrieme degré. Ce n’emti V1° siécle que les
mathématiciens « algébristes » italiddsl Ferro (1465-1526),Tartaglia (1499-
1557) et son grand riv&lardano(1501-1575) et enfiBombelli (1526-1573), ont
enfin réussi a résoudre les équations det3lu £degré. Or ce ne sont pas tant les
formules qu’ils ont trouvées qui se sont révélées impbes par la suite, mais une
certaine méthode qu'ils ont développée pour y arriver equené aux nombres
gu’on appelle aujourd’hui kRombres complexes.
Au début du seizieme siecl®el Ferro a démontré que I'équation du troisieme
degré

x*+px+q=0 (oup,dR)

a pour solution le nombre

X :i/_9+ |4P° + 274 +§/__Q_ 4p+ 27§
2 108 2 108

a condition bien sir quép’ + 27¢ = C!

Exercice 1

Cette formule n’est donc pas applicable a une émuabmme par exemple

x®—-15x— 4= (0 (*)

4p° + 27 \/4(—15)3 + 271~ 4 .
car = =4/-121 n'existe pas !
108 108 P

C’est la queBombellia eu I'idée insolite d'imaginegu’il existe un « nombre » i tel

que i’ =-1 et avec lequel on puisse faire les mémes caleués/ec les nombres
, o . . 9 L -
réels ordinaires comme p.ext2, 3i—4, —, etc..(on pourrait dire aussi qu’il a eu
[

laudace de faireomme sune telle « chose » existait....).
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On aurait alors (11i)"=1217 =121~ }=- 12, donc v-121=11J et par

conséquenk = ¥2+110+2- 110.
Or(2+i)’ =8+ 30400+ I F + = 8+ 120 6- i= 2+ 1Ti (cari= 1E- ||
donc ¥2+110=2+i et on montre de méme qué2-i)’=2-1100, donc

32-110= 2-i. Finalement on obtient =2+i+2-i=4 et on vérifie facilement
que le_rée#t est bien une solution de 'équation (*) !

Ainsi Bombelliavait trouvé une solution bien réelle de I'équati®) en utilisant un

« nombre » qui he pouvait pas exister mais quitdedion godt de disparaitre a la
fin des calculs.... Au 17siécleDescartes(1596-1650) appela ce nombre irréel et
inexistant « nombre imaginaire » et au 18 siécle Euler (1707-1783) imposa la
notation« i » queBombellin’avait pas encore utilisée, en I'appelant ausswrabre
impossible ». Ces
dénominations (irréel,
imaginaire, impossible...)
témoignent du profond
malaise que les
mathématiciens du fGwu

18 siécles ont ressenti
envers ce nombre i (et ses
composés i +2, 3i—-4,

etc  appelésnombres

complexe$ qui malgré sa
définition incertaine et bizarre s’est révelé areinstrument tres efficace pour la
résolution de nombreux problémes algébriques. @stmju’au cours du I%iecle
gue des mathématiciens comn@auss (1777-1855), Cauchy (1789-1857) et
Hamilton (1805-1865) ont enfin réussi a donner une congbrucigoureuse de ces
nombres et a leur enlever leur caractére magiqueystérieux. lls constituent
aujourd’hui encore une des notions les plus impbesa des mathématiques

modernes.
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2) Construction des nombres complexes

a) ldée fondamentale

L’ensemble R peut étre interprété géométriquement comme l'ensemble des

abscisses de tous les points d’une droite d munie d’'un ré@é@) :

0 1 M d

0 1 =

OMOd OxOR M(x) cad OM= x[Ol
Comme iR le point repéré par i@ supposer gqu’il existene peut pas se
trouver sur d mais doit étre cherché ailleurs dansale pOr dans le plan muni
d'un R.O.N. chaque point M est repéré pacanple de deux nombres réalet
b : M(a,b). C’est en se basant sur ces considérationdauétona eu l'idée de

définir 'ensemble des nombres complexes, n@Gt¢ comme l'ensemble des

couples(a, b) de deux nombres réels :
C={(a,b) /a0R et WIR}

Pour lui un « nombre » complexe est donc un couple ae réels!

b) Régles de calcul dan€
Il a ensuite défini une_additionotée 0 et une_multiplicationnotée 00 en

posant :

O(a,b) (a,b)O0C ( apd( a.b=( & atb )b’
(a,p0(a",bj=( aa" bb',ab’ a]

p.ex (3,-7)0(-11,54 =(- 8,4y
(4-50(-3,9= €12 10,8 155 « 2,2
On veérifie facilement que les opérations ainsi définies les _propriétés
suivantes :
* Addition
»  Commutativité ((a,b)0(a’,bj=( a, 9T ( ak
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>  Associativité :
(250 (a )0 a%=( a)u[( ao( a”i
> (a,0)0(0,9=( a,b, donc (0,0) estélément neutrgoour I'addition
> (a,b)O0(-ar-B=( 0,0, donc(-a,~b) est lopposéde (a,b) )
»  Conclusion :(C,0) est ungroupe commutatif
> Notation: C' =C/{(0,0)} ={(a,b)/dIR" ou BR}
e Multiplication
»  Commutativité ((a,b)0(a',bf=( a,§T( a)
> Associativité :
[(aO(anby]o( anty=( a)a[( a)o( av)g

> (a,b)0(1,9=(a,bh, donc (1,0) edtélément neutrgrour [

. . a -b \_
> si(a,phOC (a’bm(aﬂbz = b"j_ (1,0,
a -b
donc(a2+b2’a2+ sz est linversede (a,b)

> ((C*,D) est un groupe commutatif

» Distributivité de la multiplication pour I'addition :

(apof(asbyo(any]=( aj( a}i( 4b( a)
* Conclusion:
L’ensembleC muni de l'additiond et de la multiplicationd est uncorps
commutatif, exactement comn{&, +,0J.
Exercice 2
c) Relations entreR et C
Géométriquement, on peut identifi@ au sous-ensemblé ={(a,0) /adR}

de C. Mais alors on aura suR deux additions et deux multiplications : les
opérations usuelles (opérations « réelles ») éscaiduites parlC (opérations
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« complexes ») ! Or en analysant le comportement pésations « complexes »

sur A on voit que :

« (a,00(a%Q=(a a,d .
- (a00(a'9=(aa 00EH Op( adfD
« siaz 0 l'inversedé a’)O:(aziOZ glodj:(—; JG)]

En d'autres termes les opérations « complexes »rétlles » se comportent
exactement de la méme maniere sur A'!
Conclusion :

On peut considérer quB O C et qued et O sont desextensionsa C de

Iaddition et de la multiplication usuelles daks Ainsi on peuidentifier (a,0)

au nombre réel a(a,0) O a, (1,0) 01,(0,0) 00, etc.

Le nombre i existe !

Calculons (0,9°=(0,J0( 0,)=( @6 D104 A)&(- J)@- . Donc en

notanti le couple(O;l) on a bien, c’est-a-dire que ceta exactement
la propriété imaginée par Bombelli ce qui résodinit@&/ement le probleme de
I'existenced’un tel nombre ! De plus :

« ObOR (b,00(0,3=(06 0, P= (0,k donc(0,b) O b i

« O(a,p0C (a,f=(apa( 0,p0 B

Notations définitives
Les opérationg] et [0 dansC ayant les mémes propriétés que l'addition et de
la multiplication dansR qu’on peut par ailleurs considérer comme une @arti

de C, on peut sans risquer aucune ambiguité prendmaédeses notationgour

'addition et la multiplication dan® et dansC.
Ainsi par exemple au lieu de] b[J i on écrira simplementa+bi.
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Avec ces nouvelles notations peut donc écrire :

« (a,bh=atb

. C={a+bi/a,l0R} etC =C\{0}

. (at+b)+(a* b')=(a+ a’% (& b

- opposédé & B=-( & br- &

« (at+bi)(a*+ b')= aat ab% a'bi bb'E aa' bb' (ab' a’

« atbiza*b'ie (a= a'etb B enparticulier: a+bi=0< a= b= C

Remargue — signifie 2Eﬂ etSTB'—g+ gm

Définitions
Pour tout nombre complexe=a+ bi :

> le réel a est appefgartie réelle de z et on nota=0(z)

> le réel b est appefgartie imaginaire de z et on notd = ( z)

» si a=0(z)=0, cad si z=bi, on dit que z est ummaginaire pur.
L’ensemble des imaginaires purs est ride

Remarque
Bien que ces nombres n’aient aujourd’hui plus rketiimaginaire», le mot est

resté, sans doute par esprit de tradition. On gbskr méme phénomene a
propos des nombresirationnels » (p.ex.\/z,i”ﬁ,n, ...) qui n'ont plus rien

d’irrationnel depuis qu’on a trouvé, également &6 siécle, une construction
tout a fait rationnelle de ces nombres, mais alestautre histoire !

Exercices 3, 4,5

Conjugué d’'un complexe
Définition
Pour tout nombre complexe= a+ bi, on appelleonjuguéde z le nombre :

z=a-— hi
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Propriétés du conjugué

» 0z,z0C z+z=z# 272 2z~ # z'et2 2' (7 ;
» [Oz=a+biOC zz= 3+ B
» 0zOC z=z- zZOR

» 0zOC z=-z< ZOR

Exercices 6, 7

Division dans C
Soit z=a+ bidC etz'=a% b'idC, alors :
L l_z _abi_ a b
z zz &+0F &+B &+ B
on retrouve ici la formule de l'inverse det bi vue en b !
z'_z[z_(a*b')(a-b)_aat bb: ab’ a't
z z[x a+ g+86 &d+ B
Remarques
Ce n’est pas la peine d’apprendre ces formulescpeur, il suffit de retenir

gu’on multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur,
ce qui donne un dénominateur réel d’aprés la pitéoriz= & + I !

Propriétés

> 0zOC (—jZi
z

» 0zOCOz'OC (

N |
N—
I
NN

Exercices 8, 9, 10

Interprétation géométrique

Dans le plan muni d’'un R.O.N. , app@l&n de Gauss on peut représenter un

nombre complexez = a+ bi par le pointM(a,b). On dit que M est Ipoint

image d’affixe z et on notéM(z).

-8 -
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Ainsi par exempleau lieu de noteA(3;2), B(0;-7), C(4;0) on peut noter
A(3+2i), B(-7i), C(4).
On voit facilement que :

e z[OR ssiM(z) est sur 'axe des abscisses appedéréel

e z[OIiR ssi M(z) est sur 'axe des ordonnées appg&imaginaire
« M(z) et M'(z) sont symétriques par rapport & l'axe réel.
«  M(z) et M'(~-z) sont symétriques par rapport & l'origine du repere.

Exercices 11, 12, 13, 14

i) Module d’un complexe
o Définition
Soit z=a+ bidOC et M(z) le point d’affixe z dans le plan de Gauss. On
appellemodule de z et on note|7, la distance de M & lorigine O du

repere :

|z|=OM=\/a2+ B =+ 217

« Exemples
i[=v0+1=1
[3- 4 =0+ 16= &
L+i|=v1+1=42

* Remarques

> DaOR |d=v &+ (3:\/_51:| R (valeur absolt

Sur R il n’y a doncaucune différence entre module et valeur absolue

ce qui explique la similitude des notations !

> ObOR |bi|:\/02+b2:\/F:|¢(valeurabsolu<

p.ex.|5i=5; |-7i|=7
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e Propriétés du module

Ces propriétés sont exactement analogues (sauf la derniere) aux prepriété
de la_valeur absoludansR

» 0zOC |40R,
» 0zOC |4=0< z=0
» 0z,z0C |z%zf=| 2017

z|_|2

> zOCOz'OC |/ =141
2]

Zl

» 0z,z0C |z+ z[<| 2+ F'
» 0z0C (=4

Exercice 15

j) Relation d’ordre sur C ?

* Sur 'ensemble des nombres rélalselation « <..» est une relation d’ordre

total ce qui signifie qu’elle permet toujours de comparer dewdsré
quelconques: a,b00R a< b ou & .

De plus elle est « compatible » avec I'addition et dtiplication dansR
(p.ex. asbe a+t < bt ( Si c>0 on a:as<hbe- ac< b etc). Cette
relation permet aussi de distinguer les réels positisi{ qui sont plus
grands que 0) des réels négatifs (ceux qui sont plus petits.que 0)

* Une telle relation d'ordren’existe _pas sur C ! On ne peut donc pas
comparer deux nombres complexes (p.ex. écrite-k€ 3—i » N'A PAS
DE SENS !!Il), ni parler de nombres complexes «fffest ou « négatifs »
puisqu'on ne peut pas les comparer a 0! En pédicil n'y a pas
d’'inéquationgdansC !

-10 -
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3) Racines carrées complexes

» Définition
Soient z,uJC, on dit que u est un@cine carrée complexeg(on notera rcc)
dezssi z=U

 Exemples

(3i)* =9 =-9 et (-3i)” =9i* =-9 donc3i et -3i sont deux rcc de9.
(2-i)°=4-4i-1=3-4i et (i-2)" =---=3-4i, donc2-i eti-2 sont deux
rcc de3-4i

52 =(-5)" = 25, donc 5 et-5 sont deux rcc de 25

Attention : 25 n'a qu’une seuleacine carrée réeltey25=5 !

e Calcul des rcc de = a+ bi

Supposons quea = x+yi est une rcc de = a+ bi, alors:

x*-y*=a (1

\2 . . .
X+vi) =a+bi = x?+2xyi-y*=a+bi «
( y) =y { 2xy=b (2

et|w|=ld < [ =|4 - ¥+ y=F B @

dou :
(3)+(): 2¢=V&+B+a
2= a+bf+a
2
a+b’+a ,
- X=¢ — avece =t !

-11 -



1" B — math | — chapitre | — Les nombres complexes

(3)-(1) : 2y =&+ - a
, _Na*+bP-a

A 2

_ _|Wa*+b -a B
- y=¢ ;/# avece =

Or d’aprés (2) xy et b ont le méme signe, donalit distinguer 2 cas :
1* cas: b>0

Alors x et y ont méme signe puisqug = 0, donc u est égal a 'un des deux

\/a2+b2+a+\/\/a€+ aDletu

2

nombres suivantsu, :\/

2°cas: b<0

Alors x et y ont des signes opposés puisgue 0, donc u est égal a I'un des

Vo' + F + a—\/J‘"’%T %ietu,

2

deux nombres suivantsu; :\/

Réciproquemenbn veérifie facilement (exercice !) que les nombugset b
trouvés dans les deux cas sont bien des rc=da+ bi.
Comme par ailleurs/a’ + b* =|2, a=0(z) et b=0(z) on peut formuler le

résultat obtenu de la maniére suivante :
Théoréme

Tout nombre complexe z_a exactement deux racifiescarréescomplexes)

opposéeslonnées par les formules suivantes :

u = [4+0@), [4-0@) aveoe:{ﬂ siD(2)> g
2 2 -1 sid(z)< 0

u, =-u,

-12 -
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 Exemples
> [3-4i=+9+16= £ [0(3-4i)=3 et 0(3-4i) <0donc les rcc de3-4i

sont:ulz‘/s%g—‘/%)’[ﬂzz—i etu,=-2+i

»> [L+i|=v1+1=+2, O(1+i)=1 et O(1+i)>0donc les rcc de+i sont

l:\/ﬁ;H\/ﬁz_1

0etu,=-u

» |-3i|=+/0+9=3, O(-3i)=0 et O(-3i)<0donc les rcc de-3i sont

oo 2 -

+ Attention :

> |l ne faut pas confondre racine carrée réetleacine carrée complexe
p.ex 4 a une racine carrée réelle/4 = 2, mais deux rcc 2 et- 2, alors
gue —4 n’a aucune racine réelle, mais deux r&et— 2i !
> Le symbole\/_ n'est_jamaiautilisé pour noter une rdcen effet quel sens
donner p.ex al-4 ?22iou-2i?

Exercice 16

4) Equations du second degré

a) Résolution générale d’'une équation du second degré
Soit aZ + bz+ = ( une équation du second degréaefficients complexes
(a,b,ddC et a# 0) et cherchons toutes leslutions complexesle cette
éguation.

aZ+bz+ =0 |+ a& | - 2+27:820
a a

-13 -
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2
- zz+2GBEz+(£j —i+—C:O
2a 2a 44 a
b\ b?-4ac
= Z+— —_ :0 *
( 2aj 4g ©

PosonsA =b? — 4ac et soitd une rcc deh, alors :

b 9 b 0o

e 2+——-—=0 ou z#+#—+—=C(
2a 2a 2a 2a
b o b o
e Z=——+— OouU Z2=—-——
2a 2a 2a 2
_—b-90 -b+d
- 7= ou z=
2a 2a
Théoréme

Toute équation du second dega& + bz+ = C (oU a,b,&1C et az 0) a

deux racines complexe®nnées par :

-b-5 _ —b+3
= et zZ =

Z
Y 2a 2a

ol & estl’'une des rcadu discriminantA = b* — 4ac

Remarques
> De la démonstration du théoréme il découle immédiant laformule de

factorisation suivante :

aZ+bz+c=d z 2( z 2

- 14 -
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En d’autres termes un polynéme du second degré a coefficiemplexes
est toujours factorisablsous forme de produit de deux polynbmes du

premier degré. C'est un cas patrticuliertdéoreme de D’Alembertl717-
1783) (théoreme fondamental de lalgébre!) qui affirme qaat t
polynbme de degré n (n entier positif quelconque!) a oefiis
complexes est factorisable sous forme de produit de ynfmles du
premier degré.

> Autre conséquence de ce théoréme :

—b—5+ —b+d_-2b__b

2a 2a 2a a
(~b-0)(-b+0) _b*-5* _b*-a_b-(b"-4ad 4ac_c

Z [z = =
1 4 48 43 43> 42 a

Ces deux formules permettent de calculer la somreepbduit des deux

Z,+z,=

racines de n’'importe quelle équation du second degré, sans oennait
celles-ci!
» Si A=56=0, alors les deux racines sont confondues et on dit que
. . . -b
I'equation a uneacine double z, = z, :2— :
a
» On a les mémes formules bien connues que dansauf qu’on n'écrit
plus JA et gu’on n'a plus besoin de distinguer suivant le signA de
» En général on utilise plutdt léettre z pour désigner une inconnue
complexe, mais rien n’interdit d’'utiliser x, y ou towetre lettre !

Exercices 17, 18

b) Exemples d’équations se ramenant a des équations du secatedjré

Exemplel : par factorisation

10Z - 47 - 15iz+ 6F ( (équation du Bdegré)
- 27°(5z- - 3( 52 2= (

- (52-2)(22-3)=¢

-15 -
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= 5z-2=0 ou 2Z- 3k ( etc.

243,43, \/_3_@[“}

on trouveS= —_—
52 2 2 2

Exemple2 : par changement d’'inconnue

z'+(2i-2) 7+ 3- 6i= 0 (équation bicarrée »

2

En posantt=z" on obtient I'équation du second degré d’inconnue t

?+(2i-2)t+3-6i= 0 qui a pour solutions'=2+i ett"=-3i.

Dol : 2 =2+i ou z> =-3i, et en cherchant les rcc de ces deux complexes on

trouve :

B2 T T2 5

Exemple3 : par réduction au méme dénominateur

6
z+1

6(3-2)-1q(z- 3=(4F }( 3 ¥ = |

_3_0 1‘[Qz+]) 2% C CEz#z-1 et z# <

- (4i-1)Z* —(14+ 8) z+ 1+ 12F (, etcS= {1— ot - @D}
17 17

Remarque

A titre d’exercice vous pourrez faire les calcudsallés de ces exemples !

Exercice 19

- 16 -
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5) Forme trigonométrigue d’'un nombre complexe

a) Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires
e Soit M un point du plan muni d’un R.O.I(IO,EI,G), alors :

0 les réels uniques a et b tels q@M =aOl+bO. sont appelés

coordonnées cartésiennege M. On noteM (a, b).
0 le point M peut également étre repéré par la domeda distance
r=0OM et une mesurg de I’angle@ . ce sont legoordonnées

polaires de M. On noteM (r, ¢).

|

Y

X

.e
QO -F-—-—-—-—_—_——_——_—_—_———

0 Attention: Pour un point donné M les coordonnées a, b sont
déterminées de facon unique alors guen’est déterminé qu’'a un
multiple entier de2m prés !

* Relations entre coordonnées cartésiennes et polaires

Si M appartient au premier quadrant (voir figurdeltriangle A(OAM)

ou A (a,0)est rectangle en A, dongcosp =2 et sinp =b
r r

On vérifie facilement (exercice !) que cette formule reatable pour les
autres quadrants.

Exercice 20

-17 -
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b) Forme trigonométrique et forme algébrique
e Soientz=a+ bi, M le point d’affixe z et(r,q)) les coordonnées polaires
de M. Alors :

» r=lz (module de z)

> ¢ est appel@rgument de z et on note :|arg(z)=¢

> |z=a+ bi=rcosh+ rsipOiE ( cop+ isih)

>  Notations:
le nombre cosp + ising sera notécish ou &, ol cis est une

abréviation pour «ost isin » ete? est 'exponentielle complexe

 Exemples
cisO= &’ = cos@ isine 1 06

Cist=e2 = coso+ isiii= 6 DE
2 2 2

cisrt= 6" = cogt+ isim=- * NG -

Cist = e* = cos + |sin£—[1:£22+ [-1\522

o Définitions:
» z=rcish=ré" est appeléeforme trigonométrique de z

» z=a+ bi estappeléeforme algébriquede z

« Exemples

- 18 -
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c) Propriétés

-+ |O¢OR |ciso|=|é*|=1

en effet|cisp| = /cod ¢ + sif =/ E

. cisp=cigh '« ¢ '=¢+ 2kt ( KIZ)

en effetcisp = cish '« (co®= codp 'etsiph= sin ,
orcosh=cogp = (p=0+ 2k ohp=-¢ + 2k
etsing =sing '« (¢ =¢ + 2kt oup =Ti—¢ + 2k,

donccosh = cop 'etsip= sip & ¢=¢ +' 2t

cis(¢ + 2m) = cish (1)
. OpOR cis(p+m)=-cigh (2
cis(-¢) = cis 3

la vérification de ces formules découle immédiatem#es formules

analogues pour sinus et cosinus !

. O¢,¢'00R cis@+¢ )= cisplci® ' et cis{—¢ Ey%

Remarque

. ) o it ilo-e) €
en notation exponentielle €®**) = & ¥ et &) == on retrouve
e

les mémes formules que pour la fonction exponédatiéklle (voir cours

d’analyse), ce qui justifie cette notation !

Démonstration :
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cisp [tigh '=( cog+ isip)( cop +' isih)
=cosp co® + icod sih+ isih cds—' pn n
=cosp cosp ~ sip sip + (i sih cds+' cos gin

=cos(¢p+¢ )+ isin(o+¢ )

=cis(¢+¢ )
cisp _ cosh + isinp
cisp' cosp + isinp

(cosp + ising)( cosp = isip )’
(cosp *+ isind )( cog ~ isinp )’

_cosp co® + icod sih+ isi cds— i sn hn
- cosd =~ Fsirfd '

_cosp cosp + sip sih + (i sip cas—' cps gin)
B cosd ¥ sirfd

_ cos(¢p—¢ )+ isino—¢ )
1

=cis(¢-¢ )

Oz,z0C arg 41z)= arg(z) arg(z) et f{rgzz—jz argfz) ar%(

En effet soientz=rcigh et z'=r'cigh ' deux complexes sous leur forme
trigonométrique, alorsz[(Z'=rcishr'cig = rr'cis+¢ ' daprés la

propriété précédente domeg(zzy=¢ +¢ = arg(zy arg(z.

De méme :
Z- 10 Teise-9), doncarg[i,j=¢—¢ = arg(zy arg(z.
z' r'cisp' r' z
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Formule de MOIVRE (1667-1754)

On0Z O¢OR (cosp+ isinp)’ = cos(d ¥ isin@

Démonstration :

Montrons d’abord par récurrengee la formule est vraie poar]N :
* n=0: (cosp+ isinp)’ = Jet cosO+ iTsinO= ¥ [0= , donc
(cosp + isinp)’ = cos@ isin|
* Supposons que la formule est vraie paltN , alors :
(cisp)™ =(cisp)" cish
=cis(np )i (hypothese de récurrence)

=cis(np+9) (voir page 18)

=cis(n+1¢
La formule est donc vraie powfIN, d'ou :

1 _ 1 _ cis® :Cis(—rﬂ)):cis(—rq))__
(cisp)" cismp cisnpltism |cisnp|” 1

la formule est donc vraie pour tontJZ , cqfd.

(cisp)™ =

Remarque

Cette formule peut s'écrire ausg{cisp)” = cis( ) ou ( @)n =@

d) Passage de la forme algébrigque a la forme trigonométrique

Soit z=a+ bi un complexe sous forme algébrique ; pour metseus forme

trigonométrique, il faut calculer son module r @b argumentp .
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« On commence par calculer|z| =/a’ + If

Ensuite pour calculep il faut résoudre le systeme d’'inconngie:

Q

cosp =—

sing =

=|T =

Or ce systeme admet toujours une solution (unique &ultiple de2m

prés !) puisque chaque complexe a un argument !

Exemples
0 z=1+i (a=b=1, alorsr =+/1+1=+/2 et

J2
co =Y =—=
ET2 % n
/3 donc¢ =Z(+2kn)
Y2 gl

d'oll z:ﬁcisg ou z=+ 28

0 z:—ﬁ+§i, alorsr = %+§:\@:3 et

Tt
cosp =-— 5 =—cosé= CO%T[_EJ 5
donc ¢ = 22 (+2km)
1 T { T 6
sing == = sin— = sin M——
2 6 6

511,
i

d’ol z:3cis%n ou = 36

Exercices 21, 22, 23
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6) Racines n-iemes complexes d’un nombre complexe

Définition
Soit zOC et nON(n=2), on appelleracine n-iéme (complex§ de z tout

nombre complexe u tel q.
Recherche des racines n-iemes de z

Soit z=rcish etu=pcisa, alors: u" =z - (pcixr)” = rcig
= pcis( ) = rcigp

p" =t
- not = ¢ + 2kit( kO Z)

p=r
a:¢+2kn:9+k2_n
n n n

Ainsi |u[=1/|Z et arg(u)=

arg(z)+ 2kt ) N
L : toutes les racines n-iemes ont donc
n

le méme module et on obtient n arguments distincts

$.0 2"¢+zg2_" b (n-) 2

nn n'n n n
2 N
en effet pourk:n:9+n—n=9+2n—9 etc...,dou:
n n n

Théoréme

Tout nombre complexe = rcish admet n racines n-iemes distincfes> 2) :

aveck= 0;1;,2;3;. ;n

z, =¥r is?

Remarque
Comme pour les rcc on n'utilise JAMAIS la notati®/n pour une racine n-eme

complexe !

Exemple

Les racines 4-iémes de= 16Et:isg sont :
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Ty 2k
z, :i‘/ﬂﬂ:is?’T (avec k= 0;1;2;3, cad

zO=2[Cis%, 21:2[CisZ—]2T, zZ:ZECisllizn, zszz[us%

* Interprétation géométrique

Toutes les racines n-iemes de- rcigh ont le méme modulé/r donc les n

points M, (z,) d'affixes z (k=0;1;--;n-1) sont tous situés sur le cercle de
centre O et de rayob(?. On voit facilement que
21 .
arg( z) = ard §_1)+T ( pourke L ;R )

doncl\W;C)Wl:MloMZ:I\/l/pvs:--:le%.

Par consequeri,M M ,---M _, est unpolygone réguliera n cotes.

Exercices 24, 25, 26, 27

Polynbmes a coefficients complexes

Soit P(z)=¢ Z+¢,2 '+ .-+ ¢z gaveczC etqD(C(c,; D(C*) un polyndme

de degré n a coefficients complexes et a variadmeptexe z. Comme les regles de
calcul sont les mémes dais et dang", ces polynébmes sont traités exactement de
la méme facon que les polyndbmes a coefficientssréela variable réelle. En
particulier le schéma pour la division des polynémeste valable ainsi que le

schéma de Horner pour une division par z aliCa

Rappelons également la propriété fondamentale algsgmes :
P(a) est le reste de la division de P(z) paa

et sa conséquence pratique :

P(z) estdivisible parz & P(a)
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Ceci permet de factoriser P(z) quand on connait une raciri&zjeet donc de
résoudre certaines équations d’'un degré supérieur a 2.
Exercices 28 — 44

8) Interprétation géométrigue des opérations sur les comples

a) Transformations du plan

Soit le plan muni d’un R.O.N. d’origine @, un vecteura OR et kOR" \{1} .

* On appelldgranslation de vecteum la transformation du plan qui a tout

point M associe le poiré1’ =t (M) défini par :

M’ =G

=1
=

M
* On appellenomothétiede centre O et de rapport k la transformation du

plan qui & tout point M associe le poidt' =h, (M) défini par :

OM'=k[OM
p.ex. k=15 [\'],'
rd
s
Ny
r'4
‘Pl ,'I M.
\Q.F: ," M R
\\ , _____---l.‘--—
N~ 4 o mmmm—-
RN
@)
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Remarque
On supposek DR \{1} car pourk =1 on auraitdM OM'=OM, donc
M'=M , et pourk =0 on auraitCM OM'=0, donc M'=0O, deux cas peu

intéressants !

On appelleotation de centre O et d’angle la transformation du plan

qui & tout point M associe le poiM' =r, . (M) défini par :

OM'=OM et mes MOM = a

o M
4
p. ex. a =50° Ky
N ,/’
|
1 4
N'e._90° ) "'
*...-%500
o e - M

Soientr,, une rotation eth,, une homothétie de méme cen®eM un
point du plan, A=r,, (M), M'=h,,(A), B=hg,(M). Alors on

constate quéM' =r,, (B) (voir figure !). En d’autres termes :

---------
--------
nnnn
. .
. .
. "
[ ve

.
.

La transformations, . , = Iy, © hg = Ny 0 o, | €St appelésimilitude de

centre O, d’'anglex et de rapport k.
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b) Addition

Soientz=a+ bi, z'=a* b'i deux nombres complexes, leur somgez+ z

et M(z), M'(z") et § $ dans le plan de Gauss.

. . _( at
Alors s=(a+ a)+( b+ bf et commeOM a ,OM' a etO a on a
b b' b+ b'

OS= OM+ OM' et par conséquer@MSM'= # !

A

b+b'f------- - >

(e
:
:
1
1
:
1
:
1
1
i
1
:
1
1
1
1
e
=

O B

a 0 1 ata'

On peut dire égalemenS=t_ (M’) ouS=t_. (M), par conséquent :

Oz,z’0C M(2),M(z),§z 2) -~ OMSM* # $ t.( N

Remarques

—(a , .
* On dit parfois queOM(bj est le_vecteur d’'affixea+ bi et on note, comme

pour les pointsOM (a+ bi) .

*  SiM(x+yi) etu(a+ bi), alorst,(M)=M"(a+x+i(b+y)).

Multiplication par un réel k

SoientkOR , z=rleisp, z'=klZ, M(z) et M'(2).
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1 cas:k=0

Alors |z{=|krcigp| = kr, cad OM'=k[DM, et arg(z')= arg(zy ¢, donc

OM'=k[DM

\ /,,'V'
p. ex. k=1,5 M "

""
| ’,.-"
Q -

0 1 -

2°cas k<0

Alorsz'= krLtish = —krl{-cigp )= — kiClcis + 1, donc |z{=-kr, cad

OM'=-k[OM, etarg(z')=¢ + 1= arg(z)} m, d'oti OM' = k [DM

A
p.ex. k=-15
i M
P
-
______ =0 1
_______ kr
M'-"'"——
Conclusion:

0zOC OkOR M(2) etM( k1) = OM= KIOM= M= hy, (M
ou h,, estlhomothétie de centre O et de rapport k
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d) Multiplication par cis a

Soientz=rleish, z'= z[Tiza, M(z) et M’'(Z).

Alors z'=rleigh[tisx = lcis¢+a , donc z et 27 ont méme module r et

arg(z"= arg(z}a , par conséquentOM=0OM'=r et MOM'=qa.

...........
.

.ex.a=120° .
P . a . M

0zOC DaOR  M(z) etM(cistdz = M= g, (M
ou ,, estlarotation de centre O et d'amgle

e) Multiplication par un complexe quelconquer [¢isa

Soient z, z’OC", M(z), etM'(z") alors:

Z;:rcisa (avec R, et R }» Z Dros- M (J}(OL; (M): o (N

—

ou g,,, estlasimilitude de centre O, d'angle etegport r

Exercices 45, 46

f) Quelques formules utiles

SoientA(z,), B(z;) et C(z.) avecz, =x, +iy,, z; = Xz +iy,, alors :

« |AB(z5-2,)
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En effet avec les notations classiques o(a,;y, ), B(Xs:Ys) donc

A8 7)< a7 .0) A (s 4) k)

Ys = Ya
= AB z- 2)

AB =|zy ~2,| =|z, ~ %)|

i
Ys = Ya
:\/(XB _XA)Z +(Ye _yA)2

:‘(XB _XA)+i(yB _yA)‘
=[ze -2,

En effet : AB =

BAC = arg(—ZC ~ j *
Zg —Z,

démonstration

AB(z,-2,)=OM et AC(z.-z,)= ONavecM(z,-z,) et N(z.-z,),

— — e~~~

donc BAC = MON = MOx +XxON = xON- xOM

=arg(z-3)- ad g z)= arg >
B

A

2.2
A, B, C sont alignés= ——=2[R
Zg — 2,

En effet A, B, C sont alignés SBAC mesure0, 2,7t OU—TT IC C'est-a-

dire krmtrd (kDZ) et d'apres la formule (*) ceci revient a dire que

ZcT R

Zg — 7,

(AB) O(AC) - =22 0iR
Zg —Z,
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En effet(AB) O(AC) = BAC :g+kn o ZeThgiR d'apreés (*).

Zg ~ Z,
Zg — Z¢
; Ih— L
« |A B, C, Dsont cocycliqguess ———=[01R
Zg — Zp
Iy~ 4

Nous admettrons ce résultat sans démonstratiole-@altilise (*), le cercle
de Thales et le théoréme de I'arc capable).
Exercices 47, 48, 49, 50

EXERCICES

Exercice 1
Utilisez la formule de Del Ferro pour trouver unglusion des équations suivantes
(vérifiez I'exactitude de votre solution) :
1) x*-18x-35=0
2) x*-3x+2=0
Exercice 2
Veérifiez les propriétés de I'addition et de la nplitation dansC.
Exercice 3

Calculez (donnez le résultat sous la foraebi) :

1) (3-5i)+(-2+ 2i)—(-2+ 3) 7 _@_,@)2
4-3i 2, . 2—| .
2 g ) (ZEJ

3) (3+2i)(4-3)

o (o
5)  (v2+3) o
A

12) (V2-3i) -(V2+i)
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Exercice 4
Trouvez les réels x et y tels que :
1)  (2x-1)+(1-y)i=5-3i
2) 3x+2yt+i-4xi=yi+2-i
3) 3xi—2y=3x+2- 4yi—- 2i
4) Xi-y-x+3i=0
5)  2x-1+2yi=2y-(2-3Xi
Exercice 5
1) Calculezi®, i*,i°,...., i"°.

2) Déduisez-en une formule pour calcuiér ou nON .

3) Appliquez cette formule pour calcule??, i*°7°, i*”° et i***,
Exercice 6
1) Calculez5+7i, 5 13i, 78, —4i.
2) Calculezz+z etz-z avecz(C
Exercice 7
Démontrez les propriétés suivantes :
1) 0zOC z=z- zOR
2) OzOC z=-z<- ZOR
3) DOz=a+bilC zz= &+ B
4) [Oz,z0C z+ =7+ z
5) Oz,z0C z[k'= 41z
Exercice 8
1) Calculezi™, i?,i>,....,i°%.
2) Déduisez-en une formule pour calcuiér ou ndZ .
3) Appliquez cette formule pour calculer™, i7", ™% eti™"*,
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Exercice 9

Calculez :

1 1 (J5-iY
1)—_Si ®) \E+iEE\E+iJ

1 5-i) 2
2 3oz 7 (7—j “3ei

H 2
- 27+
Sl 4' 8) —ZZ 22+ 3 avec z=3-2i
=2i Z°+2z+ 3

7+i 9) 3-2i 7+8i
4-5i 4+3 1-3

ir/5 o) 39
J3-iv2 5—i 2+3i

4)

5)

Exercice 10

Résolvez les équations suivantes d@ns
1) 4z+25z= 2~ 3
2) z-3=4z+8i
5 _

4) 3Z-5z=2-i

5)  (3—2i)z— 1t 3i:%
—1

6) (5-7i)z-2- 3i= 2+ 4z
i
Exercice 11

Construisez dans le plan de Gauss les points ggivan

Afi) B(-5i) C(6) D(-4)
E(3- 5i) F(~(3- 50)) G(3-5i) H(-(3-50))

I(1+i) J(1-1)
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Exercice 12
On donnav =(z+ 2i)(_z+ 4) avecz x yiIC.

1) Représentez les ensembles suivants dans le plan de Gauss:

A ={zOC/wOR} et B={zOC/wOiR}
2) Déterminez le nombre k pour que I’équatiaém 2i)(_z+ 4) = k admette

2-3i comme solution, puis calculez 'autre solution de cétpeation.

Exercice 13

2

Soit x = avec z=a+ hidC.

1) Calculez x en fonction de a et b.
2) Construisez le lieu géométrique des points imagesddur lesquelx OR

Exercice 14

1) Déterminez puis représentez dans le plan de Gasgnsembles suivants :
A={z0C/ iz +1+2i)(z-3) O R}
B={z0C/(iz+1+2)(z- 3) O &}

2) DéterminezA nB
Exercice 15

Démontrez les propriétés suivantes :

1) 0zOC |40R,
2) [0zOC |4=0- z=0
3) Uz,zOC |z[=|207

Zl

4

_l2]

- et déduisez-en quélz'0C 0OzOC E
i

4) OzOC |=
Z| |4

5) 0z,zOC |z+ z|<|2+| 7 Sous quelle condition a-t-on I'égalité ?

6) [zOC [4=|4
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Exercice 16

Calculez les rcc des nombres suivants :

1) z=8+6i

2) z=-45-28i

3) z=1+2i

4) z=-9

5 z=4i

6) z=+2+i/3

7) z=3-5i
Exercice 17

Résolvez les équation suivantes déhs
1) 37-4z+2=C
2) Z°-5iz-6=0
3) (i+1)x*+4=4x

4) u2+(J§—2)iu+2J_2:c
5) %zz+(2+i)z+8i—1:0

7 (5+i)z+ 8, % o
5 i

6
) 1-2i

Exercice 18
Factorisez les polynémes suivants :

1) P(2)=7+4

2) P(X)=2X+ix+3

3) P(z)=3Z+(8-2 z 2 ¢

4)  P(z)=(13)Z—( 4+ 18 z i 1.
Exercice 19

Résolvez les équation suivantes dahs

1) l—_]':_l
z z-1 3
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2) x*+12x*+27=0

3) Z'+62+ 25= (

4)  7'+(5+ 2i)Z—50i= C
5)  3u‘-4U+ 4u- 3= (

Exercice 20

Veérifiez que les formules donnant les relationgseenbordonnées cartésiennes et polaires
pour un point du premier quadrant restent valaptes tous les points du plan.

Exercice 21

Ecrivez les complexes suivants sous forme trigotogue :

1) z=-7

2) z =%

3) 1+i/3

4) z=-3-i/3

5) z=+/3-3i

6) z=-16+16i

7)  z=5-7i

8) z= 3i—(J§— i)
Exercice 22

Ecrivez les complexes suivants sous forme algéériqu
1) z=2cisl20

llT[i

2) z=5eb
3) z=cis45 [cis30 (en déduirecos 78 etsin75)
2 3
4) z= 2cisE SCiST—[ (en déduirecos&T etsinﬂT)
3 4 12 12
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5 z=(3-3)"
2é60°
6) z=—7= (endéduirecosl5 etsinl5)
5¢
2_2. 5
7 z= ( I) n
(2
1 V3.
8 z=|=-"if (2-2i)
2 2
. 4 . 6
(1— |x/§) (—\/:_3—3|)
9) z= 5
(2
Exercice 23
(1-i)° o . " -y
Calculez z=————+— sous forme algébrique et trigonomeétrique. Dédusezes

(1—iJ§)
T I
valeurs decos— et sin—
12 12

Exercice 24

Les racines cubiqgues de 1 :

1) Calculez les trois racines cubiques de 1 sous fotmg@nométrique et
s . . . 211
algébrique. On notgla racine cubique d’argumen%—.

2) Représentez ces racines dans le plan de Gauss.
3) Montrez quej®> =] est une des trois racines.
4) Résolvez 'équatiorz” + z+ 1= 0 dansC . Que constatez-vous ?

Exercice 25

Calculez les racines suivantes et faites a chamjgeufie figure dans le plan de Gauss :
1) lesracines cubiques de i
2) lesracines quatriemes d€.6

3) lesracines cinquiemes de/3+i
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4) les racines sixiémes deJ/2 —iv/2
=2
5) les racines cubiques de ( ) ™
~f3-i) (-2]
Exercice 26

Somme des n racines n-iemes de z

1) Calculez les n racines n-iemes de 1.

2) Montrez quelx OC\{Z} OnON \{0;3 1+ x+ X +.--+ X'= );__11

3) Déduisez-en que la somme des n racines n-iemevaigt D.

4) Deéduisez-en que la somme des n racines n-iemesitledmplexe z vaut O.
Exercice 27

Résolvez les équations suivantes d@ns

1) z2°+1+i=0

2) x*+81=0

3) y*-2+i=0

4) t'+t?+1=0

5) z*+8/2=8i2

6) z°-72+1=0
Exercice 28

Effectuez les divisions suivantes (utilisez le sahéénéral et vérifiez par le schéma de

Horner si possible) :

1)
2)
3)
4)

5)

- 3iz +( 1—|)z+5) ( —iz+3

) X* = ix-+ 10+ 15) +( x- 3¢ 2)

s |z+5—|) (z+1)

(z
(3¢
((5-i)z +4|z+9—|) (iz-5)
(
(

2+(3-3)2+(3-7) z+ 14 g+( z 3 )
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Exercice 29

Pour quelles valeurs du paramétre m le polynd&)= 7 - 2iZ +( i- m) z+ 2 est-il
divisible parz-2i ?
Exercice 30

Résolvez les équations suivantes :

1) 222-(21+i)Z + (68+ 2i)z 64 8F (sachant qu’elle a une racine réelle.

2) Z2+(7+10i))Z + (120 81)# 110+ 40% sachant quelle a une racine
réelle.

3) Z*+(8i-9)Z - (5+ 42i)z+ 45 30F ( sachant quelle a une racine
imaginaire pure.

4) 27+ (5-11)7- (16+ 18i))z 16 4 sachant quelle a une racine
imaginaire pure.

5) Z*+4(1-i)Z - 2(2+ 7i)z- 16- 8F (sachant qu’elle a une racine réelle.

6) Z°+2Z7+ 7iz— 5 i= 0 sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure.

Exercice 31

Factorisez le polyndmé(z)= Z + 42+ 82+ 4z " sachant qu’il admet deux racines
imaginaires pures.
Exercice 32
Soit P(z)= Z+a Z+B z+y ol a, B ety sont des paramétres complexes.
1) Détermineza, ety sachant queP(i)=0, P(1)=-4i et que le reste de la
division de P(z) paz+i vaut -8i.
2) Factorisez P(2).

Exercice 33

1) Soit aZ + bz+ = C une équation du second degré a coefficients comple
Rappelez les formules donnant la somme et le pratks deux solutions

complexes de cette équation.
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2) Soit léquation z’-(a+3i+4)z+ 2i-1=C ol o est un paramétre
complexe. Déterminez pour que cette équation ait deux racines conjuguées.
3) Soit I'équationz® + bz+ ¢c= 0 ou b, dIC. A quelle condition cette équation

admet-elle deux racines conjuguées ?

Exercice 34
Soit 'équationz® +az— (3+ 4ix + 8+ 3i= Cou a JRi. Détermineza sachant que cette
éguation a deux racines imaginaires pures quecalaslerez également.
Exercice 35
Soit 'équationz® +(2\ + 3)) Z + 4+ A i)z A - 2= CouAOR.
1) Montrez quel-iest une racine de cette équation.
2) Trouvez les autres racines.

3) DéterminezA pour qu’au moins une racine soit imaginaire pure.
Exercice 36 (UCL 1997)

On considere I'équation que voici, dans laguelét g sont des parametres complexes (et
i est I'unité imaginaire) :

Z'+(1-2) 2+ pZ - (I 2i)z+ o (
Déterminez le couple (p ;q) de telle maniere queeauation possede une racine double
€gale a i (c'est-a-dire deux racines confonduessule, pour le couple (p;q) ainsi

obtenu, calculez les autres racines (complexeBgaigation.
Exercice 37 (UCL 1995)

Donnez toutes les racines complexes (y compris, &rtendu, les racines réelles), sous
la forme a+ bi, de 'équation suivante (z2 + 22)3 =8

Exercice 38 (ULB 1996)

Soit 'équation z” + 2(a +iy) z+p*+ 4y+a®=0 ou o B yOR. Détermineza,B ety

pour que I'équation admette deux racines complexeguguées. Trouvez ensuite ces

racines.
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Exercice 39 (UCL 1996)

Déterminez le polyndme P(x) didegré (possédant quatre racines réelles ou complexes)
qui satisfait aux conditions suivantes :
- le coefficient dex* dans P(x) vaut 1 ;
- P(x) est divisible pax®-2x+5 ;
- lasomme des racines de P(x) vaut 1 ;
- le produit des racines de P(x) vat80.
Ensuite donnez toutes les racines de P(x).
Exercice 40 (ULB 1995)

Soit l'équationz’ +(a- i) Z + (b- ai)z~ b= Cou a,HIR.
a) Démontrez que =i est une racine.
b) Déterminez a et b pour que le produit des troisnescégale i et la
somme des trois racines egalei.
Exercice 41 (ULB 1999)

+i +i

Résolvez dang : z’ —Q 7' - z3+g =
-3 -3

Représentez les solutions dans le plan de Gauss.

Exercice 42 (ULG 1994)

1 22 2
Résolvez I'équation L i —i|=0. Représentez 'ensemble des solutions dans le plan
1 1 1

complexe.
Exercice 43 (ULG 1997)

Résolvez I'équation Z° =|7 +iW/2<|3.

Suggestion recherchez|z| en égalant les modules des deux membres. Déderséz-

forme trigonométrique des solutions. Pour en obtienforme algébrique,

Tt
notez que =

wlA
_|>_|:|
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Exercice 44 (ULG 1998)

Soient a et b deux nombres réels vérifiant 'inégallifé< 2|4 .

a) Montrez que l'équatiomZ + bz+ a= (posséde deux solutions conjuguées.
b) Calculez le module de ces solutions.
c) Calculez le cosinus de 'argument des ces solutions

Exercice 45

5 .
Soit P(-2;3) dans un R.O.N. du plan é{ 7) En vous servant des opérations d@ns

déterminez l'image P’ de P par :

1) latranslationt;.
2)  I'homothétie h,, .
3) larotationry ,,, .

o

4) lacomposég ot
O,—
3

"

5) lacomposéd, or
O,
6) lacomposéd ohgy or .
70
4

7) lacomposéd, ,or . ot,.
2%

on
6

Exercice 46
1) Existe-t-il une translation, qui, appliquée trois fois de suiteF{2+ i) donne
le point P'(1+ 2i) comme image ?
2)  Méme question pour une homothétig, ?
3) Méme question pour une rotatiog, ?

Exercice 47

Soient A(-2+i), B(-2-2i) et C( Montrez de deux fagons

3J/3-4-i
— |
différentes que le triangla(ABC) est équilatéral.
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Exercice 48

Soient P(-2-1), Q(5+ 2i) et R(-8+13i). Montrez de deux facons différentes

que le triangleA (PQR) est rectangle en P.

Exercice 49

SoientA(-1-5i), B(2+i) et C(4+ 5i). Montrez de deux facons différentes que A,

B et C sont alignés.

Exercice 50

Montrez que les point&(8 +i), B(3+ 6i), C(5i) et D(7+ 4i) sont cocycliques.
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