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A) Construction d’une « probabilité »

1) Rappelssur les ensembles

e Unensemble est une collection d objets clairement définis appelés é éments de cet
ensemble. Pour définir un ensemble on a deux possibilités:

o On énumére tous les éléments de cet ensemble en les entourant de deux
accolades: c'est la définition par énumération ou en extension. Ceci n'est
possible que pour un ensemble fini cad un ensemble qui N’a qu’un nombre
fini d’ éléments (et de préférence pastrop grand....)

pex. A={a0,i,u,e Y]

o On décrit les éléments en donnant une propriété qui les caractérise et les
distingue de tous les éléments qui N’ appartiennent pas a cet ensemble : ¢’ est
la définition en compréhension.
p.ex. A est I’ensemble des voyelles de I'alphabet, ou de maniére plus

«formelle»: A ={x/ x est une voyelle de I'alphabet}

e |Lecardinal d unensemblefini E est le nombred’' éémentsdeE et il est noté:
Cad E ou #E
p.ex. Card A =6

e || nexiste qu’ un seul ensemble de cardinal 0: c’'est I’ensemble vide noté &

p.ex. P={x / x est un triangle rectangle équilatéral } = &

e Unensemblede cardina 1 est appelé singleton.

p.ex. L ={x /x est un entier qui auneinfinité de diviseurs} = {0}

e  Pour représenter un ensemble E on dessine une ligne fermée et on met les éléments
de E al’intérieur de cette ligne, les autres a |’ extérieur. Un tel schéma est appelé
diagrammede Venn.

p.€x.
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Les symboles

Pour un ensemble E et un dément X :

x € E signifie que x est un éément de E
x ¢ E signifie que x n’est pas un éément de E

p.ex. ee A, mais4¢ A

Les symboles

Pour deux ensemblesE et F:

E c F signifie que tous les éléments de E sont aussi des éléments de F,

C' est-a-dire que E est une partie ou un sous-ensemble de F

pex. C={58 9}, D={3,4,589}, CcD

E « F signifie que E n'est pas un sous-ensemble de F, ¢’ est-a-dire qu'il
existe au moins un élément de E qui N’ est pas dans F
Remarque: Pour tout ensembleEona: & c E (C'est lapartievidedeE) et
EcE (CestlapartiepleinedeE). Toute partie de E qui n’est ni
vide, ni pleine est appelée partie proprede E

L’ ensemble des parties d un ensemble E est noté P(E).
pex. G={123} dorsP(G) ={@, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1.3}, {2.3},G}

Attention: on écrit 2e G car 2 est un éément de I’ensemble G, aors que
{2} =G car {2} est un sous-ensemble de G et enfin {2} e P(G) car
{2} est un éément de |’ ensemble P(G) !

Remarque :L’ensemble vide & n’a qu’'un seul sous-ensemble: lui-méme! Ains
P(2) ={} , ce qui montre en en particulier que & = {3} !.
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On appelle intersection de deux ensembles E et F |I’ensemble, noté ENF, des

éléments qui appartiennent aE et aF.

EnF={x/xeEetxeF}

EnF

S ENnF=¢, ondit queE et F sont digoints.

On appelle réunion de deux ensembles E et F I’ensemble, noté EUF, des

éléments qui appartiennent aE ou aF.

EUF={x/xeEouxeF|

On appelle différence de I’ensembles E et de I’ensemble F I’ ensemble, noté E\F,
des édléments qui appartiennent aE maispasaF.

E\F={x/xeEetx¢F}

E\F F\E

Onvoit que E\F et F\E sont deux ensembles digoints!



I C — math | — Probabilités

S EcF I'ensemble F \ E est appelé complémentaire de E dans (ou par rapport
a) Fetestnote C_E.

C:E

Remarque: Si I'ensemble de référence F est évident d'aprés le contexte, le

complémentaire de E (dans F) est souvent noté plus simplement : E

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

o L’intersection et laréunion sont commutatives et associatives :

ANB=BNA e (AnB)nC=An(BNC)=ANBNC
AUB=BUA et (AUB)uUC=AU(BUC)=AUBUC
o L’ensemblevide est neutre pour laréunion: AuZd=JUA=A
o L’intersection est distributive pour laréunion et laréunion est distributive pour
I"intersection :
An(BuC)=(AnB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)n(AUC)
o S A, B sont des sous-ensemblesde E, alors:

CE(AmB):CEAUCEB et CE(AUB):CEAmCEB'

en notations simplifiées: ANB=AUB e AUB=ANB

o #(EUF)=#E+#F-#(ENF)

Correspondances entr e propositions logiques et ensembles.

o Laconjonction « et » correspond a l’inter section.
p.ex : « Pierrejoue au tennis et au football » correspond a: Pierree TN F ou T est

I’ ensembl e des joueurs de tennis et F I’ ensembl e des joueurs de football.
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o Ladigonction «ou » correspond alaréunion.
p.ex. «jenesaspass Pierrejoue au tennis ou au football » correspond a : «jene
saispass Pierree TUF »
o L’exclusion « maispas» correspond ala différence.
p.ex. « Pierre joue au tennis mais pas au football » correspond a: : Pierree T\F
ou T est I’'ensemble des joueurs de tennis et F I’ensemble des joueurs de
football.
o Lanégation correspond au complémentaire.
p.ex. « Pierre ne joue pas au tennis » correspond &: Pierree T, le complémentaire
étant pris par rapport a un plus grand ensemble, par exemple |I’ensemble

des hommes.

Produit cartésien de plusieurs ensembles.
o Soient A et B deux ensembles, on appelle produit cartésien de A par B
I”’ensemble, noté A xB, des couples dont le premier élément appartient a A

et le deuxieme aB.
AxB={(x,y)/xeAetyeB}
Attention :

Dans un couple |’ ordre est essentiel, p. ex. (3,4) =(4,3), donc AxB=BxA

Remargue :
Le produit cartésien d’un ensemble A par lui-méme, AxA, peut ére noté
également : A?

o D’une maniére générale, le produit cartésien de n ensembles A, A,, A,,--- A,

est I’ ensemble des n-uplets défini par :
Apx Ay x Agxx A ={(Xy, Xg,0, X, )/ X, €A pouri =1,2,-+,n]
s A=A,=A,=---=A =A,onnote AxAx---xA=A"

o Cardinal d’un produit cartésien

Silesensembles A, A,, A,,--- A, sont finis, alors:
#HA XA X Agx-x A V= H#A, - #A, - #A =T [#(A)
i=1

Exemples: #(AxB)=#A-#B, #(A’)=(#A)", etc.
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Notion de « probabilité »

les hdegimbles par Xavier Gorce

an o

fha2a |
|y ébais SG0

En jetant une piece de monnaie non truquée (jeu de « pile ou face ») on sait par
avance gque les résultats possibles sont « pile » ou «face », mais on est incapable
de prédire exactement lequel de ces résultats va «sortir » ! Pour désigner une
expérience de ce genre, on parle de « hasard » ou de « phénomeéne aléatoire »,
deux mots qui ont la méme signification puisgue « hasard » vient de |’ arabe « az-
zar » qui veut dire « dé » et que « aéatoire » vient du latin « alea» qui veut dire la

méme chose ! La théorie des probabilités (du latin « probare », mettre a |’ éoreuve,

essayer, mais auss : prouver, démontrer) a pour but de construire des modéeles
mathématiques de phénomenes aléatoires qu’ on peut répéter, dans des conditions

identiques, autant de fois gu’ on le veut. Ceci bien entendu dans le but de rendre ces

phénomenes incertains plus «probabilis», c'est-adire dignes d approbation,
acceptables....

Approche pratigue (statistique descriptive) :

On réalise I’ expérience un certain nombre de fois (n fois) et on note le nombre de

fois (p fois, avec p<n) qu'un certain résultat est sorti. La fréguence de ce résultat

est alors le nombre réel positif : f =Ee[0,1].
n

p.ex. On lance n fois une piece de monnaie, on note p le nombre de fois que
« pile» est sorti, puis on calcule lafréquence f de « pile ». Le résultat d’une

telle expérience pourrait étre le suivant :

_7-
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n 10 250 5700 500000

p 7 103 3024 261357

| Lo07 | Boga | g | D,
10 250 5700 500000

Parfois on multiplie la fréquence par 100 pour obtenir la fréquence en pourcentage
(p.ex . 100-0,41=41% de «pile »)

Approche théorique (probabiliste) :

A chaque résultat possible on donne a priori (C'est-a-dire sans réaliser

I’ expérience) une certaine fréquence appel ée alors probabilité.

p.ex. pour le jeu de « pile ou face » il n'y a aucune raison a priori de penser que
« pile» (P) sorte plus ou moins souvent que «face » (F), donc chacun des
deux résultats a autant de « chances » de sortir que I’autre, ¢’ est-a-dire « 1
chance sur 2 ». On dit alors que «pile» (P) et «face» (F) on chacun une

probabilité de % et onnote: p(P)=p(F) :% :

Le lien entre les deux approches est alors assuré par laloi des grands nombres qui

affirme que plus le nombre n de fois que I’ expérience est réalisée est grand, plus la
fréquence (réelle) d' un certain résultat est proche de sa probabilité. La probabilité
d un résultat serait en quelque sorte sa fréquence si on réalisait |’ expérience une
infinité de fois! Cette affirmation de bon sens n'a jamais é&é contredite par la

réalité, méme s'il est bien sir impossible de la vérifier en pratique. ..

3) Construction du modéle mathématique

La premiére éape consiste a déterminer de facon claire et précise les résultats

possibles de |’ expérience aléatoire et de les compter !

L’ensemble ou univers des reésultats possibles ou éventualités ou encore
événements éémentaires sera noté Q2. Nous ne verrons que des exemples ou Q

est un ensemblefini !

Exemples
(8 Onjouea«pileouface»: Q={P F} et #Q =2

(b) Onlance un dé normal et on note le nombre indiqué par |a face supérieure du

dé: Q={1,2,3,4,56) e #Q=6

-8-
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(c) On lance un dé deux fois de suite et on note la suite des deux nombres

obtenus ou, ce qui revient au méme, on lance deux dés de couleurs
différentes:  Q={(x,y)/x est lerésultat du 1¥ déety celui du2® dé} et
#Q=6"=36

La deuxieme étape consiste a attribuer a toute éventuaité (c’est-a-dire a tout

élément de Q) sa probabilité ¢’ est-a-dire de définir une application: p:Q—[0,1]

qui atout X e Q associe sa « probabilité » p(x) avec Y p(x) =1.
XeQ

Cas particulier important : équiprobabilité

S #Q=n et s toutes les éventualités ont a priori la méme chance de se réaliser,

on posera : vxeQ p(x)= 1
n
Exemples

(8 Onaéquiprobabilité: p(P)= p(F):%
(b) Onaéquiprobabilité: p(1)=p(2)=p(3)=p(4)=p(5)=p(6)=

(c) Onaéquiprobabilité: v(x,y)eQ p((x,y)):s—l6

(d) On lance un dé dont trois faces portent le 1, deux faces le 3 et une face le 2.

Alors Q={1,2,3} et #Q =3, maisil serait trés peu raisonnable de donner

la méme probabilité a chaque éventuaité s on veut que le modele
mathématique représente correctement la réaité! On pose donc:

3 1 1 2 1 . 111
D=—==,p== et p(d==—== (onabien: =+=+==11).
p()62|0()6p()63( 263)
On appelle évenement tout sous-ensemble de QQ et on dit gu’un évenement A se
produit ou se réalise si le résultat de I’ expérience appartient & A. La probabilité

d’un évéenement est égale ala somme des probabilités de ses éléments :

VAcCQ p(A)=) p(x)

XeA

Dans le cas de I’ équiprobabilité on obtient lafameuse formule de L aplace :

_#A _nombre de cas favorables
#Q  nombre de cas possibles

VA cCQ p(A)

-9-
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Il'y adeux événements « extrémes »:

o  L’événement certain: Q avec p(Q)=1
p.ex. il est certain qu’ en jetant un dé on va obtenir un entier entre 1 et 6
o  L’événementimpossible: @& avec p(&)=0
p.ex. il est impossible qu’ en jetant un dé normal on va obtenir 8
Un évenement peut étre présenté soit par énumération (p.ex. A ={2, 4, 6}), soit en
compréhension par une phrase (p.ex. A : « obtenir un nombre pair »)

Exemples

(@ A part I’'événement certain et |’évenement impossible il N'y a que deux
événements qui correspondent aux deux éventualités: {P} et {F}.

() A={2,46 et p(A)=o=1
6 2
. o 2 1
B : « obtenir un nombre premier impair », B={3, 5} et p(B):E:5
C : «obtenir un nombreinférieur a6 », C={1, 2,3,4,5} p(C) :g
(c) A :«obtenir deux foisle méme résultat », p(A):%:%
B : «obtenir un nombre plus grand au deuxieme jet qu'au premier »
P(B) ==
36 12
. o 3 2 5
(d) A :«obtenir un nombreimpair », p(A):E+E:E

Propriétés des évenements:

Soient A et B deux évenements, alors:
0 L’ évenement A N B se produit si A et B se produisent

0 L’ évenement A UB se produit si A ou B se produisent
0 p(AuB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
o S AnB=Y onditqueA et B sont incompatibleset ona:

p(AUB)=p(A)+p(B)

0 L’ évenement K:CQA =Q\A est appelé évenement contrairede A et :

p(K):l—p(A)

-10 -
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Cette formule est trés utile quand I’ événement contraire est beaucoup plus
simple a calculer que I’ évenement [ui-méme, ce qui arrive souvent !
Exercices 1-10

4) Evenementsindépendants et probabilité conditionnelle

e Exemplel
Une urne contient une boule noire (N), une jaune (J) et une rouge (R). On tire une

boule au hasard, on note sa couleur, on la remet dans |'urne puis on tire une

deuxiéme boule. Alors Q=UxU =U? avec U={N, J, R} ou plus simplement en
notant p.ex ; NR au lieu de (N, R) : Q={NN, NJ, NR, N, JJ, JR, RN, RJ, RR},

donc #Q =3 =9 et toutes les éventualités sont équiprobables. Considérons les
événements suivants :

A : «obtenir une boule noire N au 1% tirage » cad A ={NN, NJ, NR}|

B : «obtenir une boule jaune Jau 2° tirage », cad B={NJ, 1J, RJ

———

ANB : «obtenir N au 17 tirage et J au 2°tirage », cad A B ={NJ}
#A 3 1 #B 3 1 1
Alors: p(A)=—====, pB)=—==== e p(ANnB)==
p()#QQBp()#QQ3p( )9

e Exemple2
Reprenons la situation de I’exemple 1, mais sans remettre la premiére boule dans

I'urne avant de tirer la deuxieme. Dans ce cas Q={NJ,NR, N, JR, RN, RJ},

#A 2 1 1
#OQ =6, A={NJ NR!, A)=—====_ B={NJ R, B)=---==,
{ } P(A) #Q 6 3 { } P(B) 3

#AnB) 1

PBSIN e PAN= TR0

e Commentaire
0 Dans le premier exemple les événements A et B sont indépendants dans le

sens ou le résultat du premier tirage n’influe en aucune maniere sur le
déroulement ou le résultat du deuxieme tirage: il y a « 1 chance sur 3 » de
tirer N au 1% et de tirer J au 2° tirage! On constate que
11 1
A)-p(B)==-====p(ANB).
P(A)-p(B)=53=g=P(ANB)
0 Dans le deuxiéme exemple par contre, si on tire J au 1¥ tirage, la probabilité

de tirer J au 2° est nulle, alors que si on tire N ou R au 1% tirage, on a 1

-11 -
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chance sur 2 de tirer J au 2° tirage, par conséquent les deux événements A et

11 1

B ne sont pas indépendants et de plus: p(A)-p(B):§ =3* P(A N B)

w |

e  Définition
Ondit que A et B sont deux événementsindépendants s et seulement si

P(ANB)=p(A)-p(B)

e Probleme

Supposons que N est e résultat du 1% tirage : quelle est alors la probabilité de tirer
Jau 2®tirage ? En d autres termes : quelle est |a probabilité de B sachant que A est

e

déjaréalisé ? Nous noterons cette probabilité: p(B/A).

Danslasituation del’exemple1: p(B/A)=p(B) = %

Danslasituation del’exemple 2 : p(B/A) :%;t p(B) .

Deplusona:
, 11 1
0 dans|’exemple 1: p(B/A)-p(A):g-ézgzp(AmB)
, 11 1
0 dans|’exemple 2 : p(B/A)-p(A):§-§=E=p(AmB)

Que A et B soient donc indépendants ou non, on a p(B/A)-p(A) =p(ANB), ce
gui amene a poser la définition suivante :

e Définition
S A et B sont deux événements avec p(A) =0, aors on appelle probabilité

conditionnelle de B en A ou praobabilité de B sachant A, la probabilité, notée
p(B/A), définie par :

)= p(A N B)
P(A)

Remarque: s p(A) =0 aors A et B sont indépendants < p(B/A) =p(B)

p(B/A

Exercices 11-17

-12 -
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B) Analyse combinatoire

Ce terme désigne un ensemble de techniques de « dénombrement » qui permettent de
compter le nombre d’éléments d’un ensemble. D’apres ce qui précede on comprend
aisément que ce genre de technique est essentiel pour le calcul des probabilités.

1) Lestiragesau sort

e Laplupart des expériences aléatoires peuvent étre interprétées comme des tirages
au sort de p boules d’une urne qui en contient n.
Exemple
La question : « Dans une course de chevaux avec 10 participants, de combien de
fagons peut-on parier sur les trois premiers ? » peut étre reformulée de la maniéere
suivante : « De combien de fagons peut-on tirer, dans |’ ordre, 3 boules d'une urne

qui en contient 10 ? »

e |l yadeux criterespour distinguer cestirages au sort :

0 L’ordre
s I’ordre dans lequel on tire les boules est pris en considération, on dit que
C'est un « tirage avec ordre », Sinon ¢’ est un « tirage sans ordre ».

0 Larépétition
si on remet chague boule tirée dans I’ urne avant de tirer la suivante, on peut
tirer plusieurs fois la méme boule : on parle alors d’'un tirage avec répétition
ou avec remise. Dans la cas contraire on parle d' un tirage sans répétition ou

sans remise.

e |l yadonc quatre sortes detirages au sort :

0 Tirages avec ordre et avec répétition (OR)
o  Tiragesavec ordre et sans répétition (OR)
o  Tiragessansordre et sans répétition (OR)

o  Tiragessansordre et avec répétition (OR)

2) Tiragesavec ordre et avec répétition

e Exemple:
Combien de nombres a deux chiffres peut-on former avec les chiffres1, 2 et 3?

-13 -
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En d'autres termes: de combien de facons peut-on tirer deux boules d’une urne

qui en contient trois numérotées de 1 a 3, avec ordre : 1"® boule tirée = chiffre des
dizaines, 2° boule tirée = chiffre des unités, et avec répétition, le chiffre des

dizaines et des unités pouvant étre le méme ?
Réponse : 9 nombres: 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33
Raisonnement :
= pour le chiffre des dizaineson a3 possibilités: 1,2 ou 3
= pour le chiffre des unités on a également 3 possibilités: 1, 2 ou 3
= autotal onadonc 3-3=9 possibilités
Justification :
Pourquoi y a-t-il 3-3=9 et non pas 3+3=6 possibilités? Pour bien comprendre
pourquoi dans ce genre de situation il faut multiplier et non pas additionner pour

obtenir letotal, il faut considérer le diagramme en arbre suivant :

chiffre des chiffre des _
izai unités ShESE
dizaines . résultats
[Ter tirage] [Ze tirage]
| | |
1 1 1
1 1 :
i ¥ ¥
} IR - 11
1 é I » 12
3 ----- = 13
/1 ______ oL
2 \ I > 22
I - = 23
1 ---—--- = 31
3 < 2 --——- = 32
3 - = 33

e Casgénéal
On fait un tirage OR de p boules d’ une urne qui en contient n :

* Nombre de possibilités pour la 1" boule: n

* Nombre de possibilités pour la2®boule: n (car remise!)

*  Nombre de possibilités pour lap® boule : n

= Tota:n-n---- n=n’ (diagrammeen arbre!)

- 14 -
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Dé&finition

Un tirage avec ordre et avec remise OR de p objets parmi n est appelé
arrangement a répétition den objetsprisp ap.

Le nombre de cestirages est noté Bf

Nous venons de montrer que: |Vn,pe N BP =nP

3) Tiragesavec ordre et sansrépétition

Exemple :
Combien de nombres a deux chiffres différents peut-on former avec les chiffres 1,

2,3et4?
En d'autres termes: de combien de facons peut-on tirer deux boules d’ une urne

qui en contient quatre numérotées de 1 a 4, avec ordre: 1" boule tirée = chiffre
des dizaines, 2° boule tirée = chiffre des unités, et sans répétition, les chiffres des
dizaines et des unités devant étre différents ?

Ici le diagramme en arbre compte 4 branches au premier niveau et 4-1=3

branches au deuxieme niveau :

(:I_1iff[e des l::hl_ﬂ’re des 4%3=12
dizaines unites résultats
[1er tirage] [2e tirage] .
: i 0
1 1 1
1 1 1
: + *
- 2-—————--- =12
*
1 3 ———- 13
e =14
R T -21
2 < f e e e - 23
R ~24
: 1T-———--—-—- =31
—
4--------- ~34
I e e =41
—
e =43

Raisonnement :

= pour le chiffredes dizaines on a4 possibilités: 1,2, 3ou 4

-15 -
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= pour le chiffre des unités on n"aplus que 4—1= 3 possibilités puisgu’ on ne
peut plustirer laboule qui vient de sortir !

= autotal onadonc 4-3=12 possibilités
Cas géneéral
On fait un tirage OR de p boules d’une urne qui en contient n. Il est évident que
pour qu’'un tel tirage existe, il faut que p<n.

* Nombre de possibilités pour la 1 boule : n

Nombre de possibilités pour la2® boule: n-1 (car pasderemise!)

Nombre de possibilités pour la3°boule: (n-1)-1=n-2

Nombre de possibilités pour lap®boule: n—(p-1)=n-p+1

[]
=)
N

Total : n-(n-1)-(n=2)-----(n—p+1) (diagramme en arbre !)
Définition
Un tirage avec ordre et sans remise OR de p objets parmi n est appelé
arrangement den objetsprisp ap.

Le nombre de cestirages est noté Af

Nous venons de montrer que

0 sp>n

* p_
vn,peN An_{n-(n—l)-(n—Z) ..... (n_p+1) sp<n

Cas particulier important : p=n

Un tel tirage (on tire toutes les boules de |I'urne dans un certain ordre) revient a

ranger les n boules de I’urne dans un certain ordre: on dit qu'on a fait une
permutation desn objetsdel’urneet Ay =n-(n-1)-(n—2)-----3.2-1.

Notation

Le nombre n-(n-1):(n—2)-----3-2-1 (pour n>2) est appelé factorielle n et

est noté n !.Pour des raisons exposees plusbasonpose: 0!'=1!=1,dou:

1 sin<l
n'=

n-(n—l)-(n—2)-----3-2-1=f[i sn>1
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e Exemples
0 5!=120 ; 10! = 3628800 ; 50! ~ 3,041409-10* ; 100! ~ 9,332622-10"’
0 Il'ya25! possibilités pour placer 25 personnes sur 25 chaises. En supposant
qu'un ordinateur trés puissant «réaise» 100 milliards (10")de tels

placements par seconde, il aurait besoin pour finir son travail de:

25!
3600- 24365, 25-10"

~ 4915206 années!

e  Autre notation pour A" :

0 pour p<n-1: AP = .' . g —(*)

o Ay*=n-(n-1)---(n-(n-1)+1)=n-(n-1)-----2=n-(n-1)--.--2.1=n!
Donc laformule (*) marche pour p=n-1 s et seulement si :
(n-p)l=1e(n-(n-1))=1le1=1
o Ap=n-(n-1)----(n-n+1)=n-(n-1)-----1=n!
Donc laformule (*) marche pour p=n s et seulement s :
(n-p)l=1<(n-n)l=1<0/=1

0 Ordansladéfinitionden! onabienposé 0!=1'=1, d ou:

vp<n Ah=

4) Tiragessansordreet sansrépétition

e FExemple:leloto

On tire 6 boules d'une urne qui en contient 49 (numérotées de 1 a 49) sans
considérer |’ ordre dans lequel elles ont été tirées et sans remise.
Soit x le nombre de tirages possibles : a chacun de ces tirages (p.ex. 5—-43 — 17 —

28 — 31 — 35) on peut associer 6! tirages avec ordre (en permutant ces 6

6 I
éléments), donc x-6!:Aigc>x:%<:>x:%. Ains il y a 13983816

facons de remplir une grille deloto!
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Cas général
Soit x le nombre de tirages OR de p boules d' une urne qui en contient n (avec
p<n). En permutant les p boules d’un tel tirage, on obtient p ! tirages OR.D’ol:
P n!
X-pl=Alox=—"ox=———
p! (n—p)!p!
Définition
Un tirage sans ordre et sans remise OR de p objets parmi n (avec p<n) est

appelé combinaison (sans répétition) de n objets prisp a p. Le nombre de ces

n
tirages est noté C! ou (pj

n!

Nous venons de montrer que: |CP=———
(n—p)!p!

Si p>nil n' y aaucune possibilité de tirer p objets parmi n sans répétition, donc on
pose: Vp>n Ch=0.
Dans I’ énumération des éléments d' un ensemble I’ ordre ne joue pas de réle donc

un tirage OR peut ére considéré comme un sous-ensemble de p ééments d un

ensemble de cardinal n. Par conséquent :

CP = nombre de sous-ensembles de p ééments d’ un ensemble &an ééments

Exemples :
| | | |
=2 10 ct= P 106, b= _17 0= 3 g e
> 213 ° 54l 1611 ¥ 3010

Tirages sans ordre et avec répétition (hors programme)

Exemple
On choisit 6 entiers parmi 4 entiers a, b, c et d et on fait leur somme. Combien de

résultats différents peut-on ainsi obtenir au plus (si on choisit p.ex. a=1, b=10,
c=100 et d=1000 toutes les sommes calculées sont différentes, mais on vérifie
facilement que pour d’ autres choix, p.ex. a=1, b=2, c=3 et d=4, certaines

sommes sont égales!) ?
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Comme I’ ordre des termes d’ une somme ne joue aucun réle, ceci revient a compter

le nombre de tirages OR de 6 nombres parmi les entiers a, b, ¢ et d. Dans un tel
tirage, la seule chose qui importe est le nombre de fois que chacun de ces entiers a
ététiré. On peut donc représenter ces tirages de la maniére suivante :
u, |u, [uy |y,

ou u, (respectivement u,, u, et u,) est le nombre de fois que I'entier a

4
(respectivement b, c et d) est tiré, avec > u, =6.

i=1

Ou encore: 00---0]00---0|00---0|00---0, autrement dit un tirage peut étre

u, "0 u, "0 u; "0 u,"0
représenté par une suite dans un certain ordre de 6 «0» et de 4-1=3 «|». Par

exemple 000(|0]00 signifie qu'on atiré 3 foisle a, aucune foisleb, 1 foisle c et

2 foisle d. Dans une telle suite de 6+3=9 symbolesil faut choisir 6 places pour
mettre les « 0 » (les 3 places restantes sont occupées par des « | »), C est-a-dire

dans I’ensemble des 9 places disponibles il faut choisir un sous-ensemble de 6

|
places pour mettre les «0», ce qui peut se faire de C} :%:84 manieres

différentes.
Cas géenéral
Désignons par D |e nombre de tirages OR de p objets parmi n. D’ aprés ce qui
précede, un tel tirage peut étre représenté par une suitede p «0» et de n—1 « | »,
donc D! est égal au nombre de sous-ensembles de p ééments (les p places pour
les «0») d'un ensemble de n—-1+p ééments (puisqgu’'en tout il y a n—1+p

symboles dans une suite), d’'ou :

Dr‘: :CE+p—l
Exercices 18 - 42
6) Propriétésdu nombre C?
a |vneN C)=C=1
| | |
(n-0)!0r n'1 (n-n)int 0L 11
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On aurait pu dire auss qu'un ensemble de n éléments a 1 sous-ensemble de 0
dément (I’ensemble vide) et 1 sous-ensemble de n ééments (I’ensemble lui-

méme!).

b) |vneN C.=C''=n

eneffecio N (YN a0t
©o(n-pit (n-1)i " T 2(n-1)!
c) |vn,peN (avecp<n) Cl=C]°
En effet C? = L n! _c

(n—p)!p! - p!(n-p)! (n—(n—p))!(n-p)! -
p.ex. Ci=CZ, C2 =C., etc.
d) Trianglede Pascal
(Blaise Pascal, mathématicien, physicien, philosophe et théologien, 1623-1662, un
des initiateurs du calcul des probabilités)

o [¥n.peN (avecp<n) Cii+Ch,=Ci ()

démonstration :

_ (n-1)kp .\ (n—p)(n-1)!
n-p)!(p-1)tp (n-p)(n-1-p)'p!

(
_
(
(

n-p)ip!  (n-p)!p!
n—-1)Lp+(n-p)(n-1)!
(n—p)!p!
_(n-p+(n-p)]
(n—p)!p!
(n=1)In n!

_(n—p)!p!_(n—p)!p!:

p
n

e  Dressonsun tableau avec lesvaleursdes CP :
0 Leslignes et les colonnes sont numérotées 0, 1, 2, 3, etc.
0 CP setrouveal’intersection delan-iémeligne et de la p-iéme colonne

o d'apres la propriété a) la premiere colonne et la diagonale du tableau

seront rempliesde « 1 »
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0 au-dessus de ladiagonaleil Ny aquedesOcar s p>n CF =0, cequi

donne une forme « triangulaire » a ce tableau

o pour les autres valeurs on utilise la formule (*) pour calculer

progressivement :

C,=C)+C =1+1=2,C,=1+2=3, C: =2+1=3, C; =1+3=4,

C:=3+3=6,C,=3+1=4,C,=1+4=5, C:=4+6=10, etc

112, 3|4 |56 |7 |8]|9]10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0
4 4 6 4 1 0 0 0 0 0 0
5 5 |10 | 10 | 5 1 0 0 0 0 0
6 6 | 15| 20 | 15 | 6 1 0 0 0 0
7 7 |21 |3 |3 |21| 7 1 0 0 0
8 8 | 28 | 5 | 70 | 56 | 28 | 8 1 0 0
9 9 | 36| 84 |126|126| 84 | 36 | 9 1 0
10 10 | 45 | 120|210 | 252 | 210 (120 | 45 | 10 | 1

Exercices43 - 44

Bindbme de Newton

Soient a,be R, aors nous savons que :

(a+ b)2 =a’+2ab+b’ et (a+ b)3 =a’+3a’h+3ab*+b?

et nous constatons que les coefficients des expressions des membres droits de ces

égalités sont les nombres des 3° et 4° lignes du triangle de Pascal :
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(a+b)’ =Cla® + Chab+ C2b? et (a+b)’ = Cla® + Cla’h + Clab? + C3b°

Formulons | hypothése que pour tout ne N” ona:

(a+b)" =Cla'0’ +Cra" b+ C2a" ?b* +---+ C,a"'b' +---+ Cra’h"

e ©

et démontrons-la par récurrence :

pour n=1: (a+b) =a+b=C%"+Clb" donc (*) est bien vérifiée !

supposons que (*) est vérifiée pour n et montrons qu’alors elle |’ est aussi pour n+1 :
(a+b)™

=(a+b)" (a+b)

= (Cga”b0 +Cra" b+ Cla" b’ +---+C a"'b' +---+ Cla’h" )(a+ b)
=Cla"b’+Cra'b+C2a b +---+ Cla'h” + Cla"b+ Ca" *hb? +---+ C) "ab" + Cla’b"™
=Cla"'p’ +(Cf1 + Cﬂ)a”b+(Cﬁ +Ch )a“‘lb2 e +(C2 + Cﬂ‘l)ab” +Cha’h™
;Cﬂﬂa"”b‘) +Ca'b+C2 @ b* +---+C] ab" + C'1a’h™

La formule (*) est donc vraie pour tout ne N et pour tous les réels a et b: elle est

appel ée formule du bindme de Newton.

Exercices45 - 51

EXERCICES

Pour chacune des expériences suivantes, déterminez |’ ensemble Q des éventualités, son

cardinal, une probabilité p et calculez la probabilité p(A) del’ évenement A propose:

a) Jeter une piéce de monnaie et observer la face visible. A : «le cbté visible est
pile ».

b)  Tirer une carte d'un jeu de 52 cartes et observer la couleur : tréfle, pique, ceeur,

carreau. A : «lacouleur tirée est trefle ».
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Tirer une carte d’un jeu de 32 cartes et observer lavaleur : 7, 8, 9, 10, vaet, dame,
roi, as. A : «lacartetirée est uneimage ».

Tirer une carte d’'un jeu de 32 cartes et observer la teinte: rouge, noir. A : «la
cartetirée est jaune ».

Tirer une boule d une urne contenant 31 boules numérotées de 1 a 31. A : «tirer
une boule impaire ».

Tirer une boule d'une urne contenant 5 boules rouges, 2 vertes, 9 bleues,

7 blanches et 3 noires. A : «labouletirée n’ est pas blanche ».

Francois aun dé assez irrégulier qui ne donne pas les 6 chiffres avec la méme fréquence.

Pour établir la probabilité de chaque résultat il alancé son dé 100000 fois en notant les

résultats obtenus. Voici |e tableau des probabilités (fréquences) qu’il a obtenues :

X 1 2 3 4 5
2 5 3 6 1 4
POH | 25 | 5 | 5 | 5 | 25 | 25

Qu’ en pensez-vous ?

On jette un dé non pipé. Quelle est 1a probabilité d' obtenir un nombre :

a)
b)
c)
d)

€)

strictement inférieur &5 ?
strictement supérieur a4 ?
par ?

premier ?

impair supérieur a2 ?

On fait 3 parties consécutives de « pile ou face » avec une piece non truquée. Quelle est

la probabilité d’ obtenir :

a)
b)
c)
d)

plus de « face » que de « pile » ?
exactement deux fois « pile » ?
« pile» autroisiémejet ?

troisfoisle méme coté ?

On jette un dé deux fois de suite et on fait |la somme des deux résultats obtenus.

a)
b)
c)
d)

Déterminez I’ensemble Q des éventualités, son cardinal et une probabilité p.
Quelle est la probabilité d’ obtenir 8 ?

Quelle est la probabilité d’ obtenir au moins 3 ?

Quelle est la probabilité d’ obtenir au plus 9 ?
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6) D’unjeude52 cartesontire 1 carte au hasard. Quelle est la probabilité d’ obtenir
a) UnlOouunroi ?

b) unvalet ouuntréfle?

7) Une urne contient une boule noire, une blanche et une rouge. On effectue
successivement 2 tirages d'une boule, la boule tirée en premier étant replacée dans
I”urne avant detirer la deuxiéme. Quelle est la probabilité detirer :

a) deux foislaboulerouge ?
b) exactement unefoislaboule blanche ?
c) aumoinsunefoislaboule noire?

8) Un jeu de 32 cartes est distribué carte par carte. Quelle est la probabilité pour que la
troisieme carte soit la dame de ceeur ?

9) Onlancetroisfois de suite un dé. Quelle est la probabilité d obtenir au moins un 6 ?

10) Un dé est pipé de telle fagon que la probabilité d’ apparaitre pour chacune des faces soit
proportionnelle au chiffre de cette face (p.ex. le 3 atrois fois plus de chances de sortir
quelel).

a) Définissez I'ensemble Q des éventualités, son cardina et la probabilité p qui
convient.
b) Enjetant ce dé unefois, est-il plus probable d’ obtenir un chiffre pair ou impair ?

11) Onjoue au jeu suivant : on lance une piéce et si on obtient « pile » on a gagné, sinon on
peut lancer la piéce une deuxiéme fois pour essayer d’ obtenir « pile ».

a) Que pensez-vous du raisonnement suivant : «Dans ce jeu il y a trois résultats
possibles:
= 0on obtient « pile » au premier jet et on agagné
" 0on obtient «face» au premier jet et «pile» au deuxiéme et on a
encore gagné

= on obtient deux fois « face » et on a perdu

Par conséquent la probabilité de gagner vaut 23 I»

b) Quelleest labonne solution ?
c) En supposant qu’on peut lancer la piéce jusgu’a ce gu’ on obtienne « pile », quelle
est la probabilité que le jeu s arréte au 10° lancer ? au niéme lancer ?
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Un sac contient 4 boules rouges et 3 boules vertes. On tire successivement 2 boules avec
remise de la premiére avant de tirer la deuxieme. Quelle est la probabilité de tirer deux
boules de couleurs différentes ?

Méme question gqu’ a I’ exercice précédent mais sans remettre la premiere boule dans le
sac avant de tirer la deuxieme.

D’une urne contenant 4 boules vertes, 3 noires et 3 rouges, on tire successivement 4
boules avec remise. Quelle est la probabilité d’ obtenir dans|’ ordre :

a) 4boulesvertes?

b) 3 vertes, puisl1rouge?

c) 1verte, 1rougepuis2 noires?

Mémes questions gqu’ a |’ exercice précédent mais sans remise.

On tire successivement et au hasard 4 lettres du mot PROFITABLES. Quelle est |a

probabilité pour que, dans |’ ordre du tirage, ces lettres forment le mot RATE ?

Dans une piece se trouvent 50 personnes. Quelle est la probabilité pour qu’au moins
deux personnes aient leur anniversaire le méme jour (en ne comptant pas le 29 février) ?

Avec les chiffres de 0 a 9, combien peut-on former de nombres & 6 chiffres (le premier
chiffre étant bien sir différent de 0) :

a) s onadmet que ces nombres peuvent contenir plusieurs fois e méme chiffre ?

b) s onveut queles6 chiffresd un de ces nombres soient deux a deux différents ?

Combien de plagues d' immatriculation pour les voitures a-t-on si chagque plague

a) est constituée de 2 lettres suivies de 3 chiffres ?

b) est constituée de 2 lettres suivies de 4 chiffres ?

C) est constituée de 2 lettres et de 3 chiffres dans un ordre quelconque ?

Combien y a-t-il de nombres a 4 chiffres tel que le chiffre des milliers soit impair, le
chiffre des centaines strictement inférieur a7, le chiffre des dizaines pair et le chiffre des
unités supérieur ou égal a4 ?

Un lycée de 1200 éleves (640 filles et 560 garcons) et de 180 professeurs (72 femmes et
108 hommes) veut se doter d’un conseil de 10 membres, 5 éleves et 5 professeurs. De
combien de fagons peut-on procéder si

a) onn'impose pas de condition particuliere ?

b) onveut quelacommission ait autant de membres masculins que féminins ?

C) on veut que la commission ait au moins 4 filles et au moins 4 membres

masculins ?
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De combien de fagons peut-on tirer une main de 4 cartes d' un jeu de 32 cartes contenant
a) 1roi,1dameet 2 valets?

b) 3cartesnoires?

c) aumoins 1 trefle?

d) 2dameset 2 ceeurs?

€) une carte de chague couleur ?

f) 4 cartesde méme valeur ?

g) aumoinslroietauplus3as?

h) aumoinslroi etauplus2as?

i)  descartes de deux couleurs différentes ?

j)  descartesdetroisvaleurs différentes ?

De combien de maniéres peut-on choisir 2 délégués de nationalités différentes parmi 4

belges, 6 francais et 8 anglais ?

De combien de maniéres une société de 10 membres peut-elle choisir un groupe de 3

personnes pour effectuer un voyage culture .....

a) s Madame Gammarefuse de partir avec Monsieur Zete ?

b) s Mlle Alpha et M. Béta n'acceptent de participer au voyage que Sils sont
ensemble ?

C) S onest soumisaux deux contraintes précédentes alafois ?

De combien de fagons peut-on dédoubler une classe de 30 éléves ...

a) endeux classesde 15 éleves?

b) en deux classes de 15 éléves sachant que I’une aura M. Hicks comme titulaire
tandis que latitulaire de I’ autre seraMme Y graic ?

Anatole a5 livres d’ algebre, 3 livres de géomeétrie et 4 livres d’ analyse.

a) Decombien de maniéres peut-il les ranger sur une étagére de sa bibliotheque ?

b) Méme question en les regroupant par sujet.

De combien de fagons peut-on ranger 5 boules dans 7 cases ...

a) o lesboules et les cases sont discernables, chaque case ne pouvant recevoir qu’ une
seule boule ?

b) s les boules et les cases sont discernables, chague case pouvant recevoir un
nombre quel conque de boules ?

c) o les boules sont indiscernables, les cases sont discernables, chague case ne

pouvant recevoir qu’ une seule boule ?
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28) Voici leplan d’ une ville américaine, G étant lagare et H un hotel :

29)

30)

G e

- H

Chaque bloc est un carré de 100 m sur 100 m. Quelle est la longueur minimale d un

trajet qui vadelagare al’hotel indigué ? Comment faut-il se déplacer sur ce quadrillage

Sl on ne veut pas dépasser cette longueur minimale ? Combien de trgjets différents y a-t-

il pour aler delagare al’hotel sansfaire de détour ?

Avec les 9 chiffres distincts de 0, combien peut-on écrire de nombres de 5 chiffres

différents

a) qui seterminent par 7 ?

b) qui seterminent par 23 ?

C) qui comprennent 4 ?

d) qui necomprennent pas9 ?

€)  qui ne comprennent que des chiffresimpairs ?

f)  qui comprennent 5 mais pas6 ?

g) qui comprennent 2 et 5 sous laforme 25 ? (p,ex. 72518, mais pas 72158)
h)  qui comprennent 2 et 5 dans cet ordre ? (p.ex. 924751, mais pas 954721)
i)  qui comprennent 2 et 5 dans un ordre quelcongue ?

j)

dont deux sont pairs et troisimpairs ?

Au poker on dispose d'un jeu de 32 cartes (4 couleurs: ceeurs, carreaux, tréfles et

piques et 8 valeurs: as, roi, dame, valet, 10, 9, 8, 7). Calculez la probabilité d’ obtenir

une main de 5 cartes formant :

a)
b)

c)

un full ( 3 cartes d’une valeur et 2 autres d’ une autre valeur, p.ex. 3 as et 2 val ets)
une gquinte floche (5 cartes consécutives d’ une méme couleur, p.ex. 8, 9, 10, valet,
dame, tous carreaux)

une couleur (5 cartes non consécutives d une méme couleur, p.ex. 7, 9, 10, valet,

as, tous carreaux)
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d) une quinte (5 cartes consecutives qui ne sont pas d une méme couleur, p.ex. 8 de
tréfle, 9 de carreau, 10 de pique, valet de pique, dame de ceeur)

€) uncarré (4 cartesd une méme valeur et une autre, p.ex. 4 as et un 10)

D’un jeu de 32 cartes on tire simultanément 2 cartes. Quelle est |a probabilité d’ obtenir

a) 2 cartesrouges?

b) 2piques?

c) 2 cartesde méme couleur (parmi les 4 couleurs) ?

d) 1roietlneuf?

€e) 2cartesdevaeursdifférentes ?

f)  1lvaet et 1 trefle exactement ?

g) 1lroioulpique?

Reprenez les questions de |’ exercice précédent si on tire successivement 2 cartes en

tenant compte de I’ ordre du tirage,

a) sansremise.

b) avecremise delapremiére carte avant detirer ladeuxieme.

On distribue a un joueur 13 cartes d’un jeu de 52 cartes. Calculez la probabilité qu’il ait

danssamain :

a) 5piques, 3tréefles, 4 carreaux et 1 ceeur.

b) Aumoins2 ceeurs?

c) Auplus3rois?

d) Aumoinslaset 1 sept?

Une commission européenne est formée de 20 membres : 12 alemands, 6 polonais et 2

hongrois. En en choisissant 2 au hasard, quelle est la probabilité gu'ils aient la méme

nationalité ?

Dansun villageil y a6 bistrots. Six villageois ont décidé de se rencontrer dans un de ces

établissements et chacun d’ eux en choisit un au hasard.

a) Quelle est laprobabilité pour que les six personnes aient choisit le méme bistrot ?

b) Quelle est la probabilité pour qu’au moins deux personnes aient choisi le méme
établissement ?

Pour I’examen ora de géographie, le professeur a réalise 60 fiches proposant chacune

un paragraphe de la matiere a réviser. Chague éléve doit en tirer 4 au hasard. Sachant

gue P. n'arévisé qu’ un tiers du programme, quelle est |a probabilité pour qu'’il :

a) connaisseles4 sujetstirés ?
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b)  neconnaisse aucun des 4 sujetstirés ?

C) connaisse 3 des4 sujetstirés?

d) rate son examen ?

On lance 5 fois laméme piéce de monnaie. Quelle est la probabilité d obtenir :
a) exactement 3 faces?

b) aumoins 3 faces?

On tire ssimultanément 3 boules d'une urne qui contient 5 boules rouges, 3 boules
blanches et 7 boules noires. Quelle est 1a probabilité d' obtenir :

a) 1 boule de chague couleur ?

b) 3 boules de méme couleur ?

C) 2boulesrouges et 1 boule d une autre couleur ?

d) aumoins2 boules noires ?

Jouer au loto consiste & choisir 6 numéros parmi 49. Calculez la probabilité d avoir :

a) les6 bonsnuméros.

b) 5 bonsnuméros et le numéro complémentaire.

c) 5 bonsnuméros.

d) 4 bonsnuméros.

€) 3 bonsnuméros.

Une tombola comprend 1000 billets pour 2 lots gagnants. Quel est le nombre minimal
de billets qu’il faut acheter pour que la probabilité de gagner soit supérieure a0,5 ?
D’un sac contenant 9 boules numérotées de 1 a 9 on tire smultanément 2 boules.
Caculez la probabilité de tirer

a) deux boulesimpaires

b) unepaire et uneimpaire

Mémes question qu’ al’ exercice précédent en tirant successivement 2 boules.

p P
Soient m,n,pe N avec p<m<n.Comparez C—’; et %
Ecrivez plus ssmplement :
a 7172 100!
n 8 9 e
84 (n+1)!
fy —=
o (n+3)! (n=1)!
(n+1)(n+2) 9 (n+1)l-n!
d (n+1n! (n+1)4+n!
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45)

46)

47)
48)
49)

50)

51)

I C — math | — Probabilités

Dével oppez les binbmes suivants :
a) (a+b)7 J2 x? °
d) —_———
X 2
4
b) (2x+3y) o (a—2b)5

2 1Y) sz L)
C) (x +;) f) (x 2 ij

Calculez sans calculatrice :

0,34° +5-0,34"-0,66+10-0,34°-0,66° +10-0,34%-0,66° +5-0,34-0,66" + 0, 66°
Quelle est la somme des coefficients des développementsde (X +y)", 0l ne N ?
Calculez: C)-C,+C2-C3---+(-1)"C]

Soit E un ensemble de n éléments, ol ne N .

a) Combieny at-il de sous-ensemblesdeE a0, 1, 2, 3, p éléments ?

b) Notons @(E) I'ensemble des sous-ensembles de E. Calculez le cardinal de cet

ensemble.

c) Retrouvez cerésultat en utilisant un tirage au sort bien choisi.

Calculez leterme en
a)  x°dans(3x* - 2)10 Q) x®dansx™(x+7)
5 1 12
b) x dans(Zx2 —ﬂ) d dans(Bt +t_2j
X
Calculez lg(s) terme(s) milieu(x) dans le dével oppement de:

a) (3x+2)12
, _§ 11
b) (4k kj

()
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