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A) SYSTEMES LINEAIRES

1) Définitions
* Uneéquation linéairea 2 ou 3 inconnues est une équation de la forme :

(1) ax+ by= ¢ ou x, y sont deux inconnues et,a; Hes coefficients rée
(2) ax+ by+ cz= d ou x,y, z sont trois inconnuésgb, c, d des coefficients ré

Exemples

2x-3y=15

4 équations linéaire
8x—7 y+3,72= - 65

x?=-3y=1

5 équatims nonlinéaires
3X=8y+z" =23

e Une solution de I'équation (1) est un couplge deux nombre:{x;y) tel que
ax+ by= c et unesolution de I'équation (2) est un tripléé trois nombre$x;y;z)

tel que ax+ by+ cz= ¢. Par exemple(18;7) est une solution d&x-3y=15 et
(=3;7;-10 est une solution d&x—g y+3,7z=- 6t

* Unsystéme linéaireest un ensemble de plusieurs équations linédiesssolutions

d’un systéeme d’équations sont |les solutions commsarteutes les équations du

systeme.

Exemple

{ x-5y=17 (9

-3x+2y=-12 (2
(17;0) est une solution de (1), mais pas de (2) doncest pas une solution du

systeme ! Par contréZ;—S) est une solution du systéme car c’est une solution

commune aux deux équations.

2) Résolution d’'un systeme linéaire « par substitution

C’est la méthode la plus générale qui marche ametdysteme. Elle consiste a choisir
une équation du systeme et a exprimer a l'aidestle-ci une des inconnues en fonctions
des autres (le choix le plus judicieux consisteemgre, si possible, une inconnue dont le

coefficient vaut 1, ce qui permet d’éviter les cddcavec des fractions !). On remplace
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ensuite cette inconnue dans toutes les autresiéasidtl systéme par cette expression :

on obtient alors un systéme avec une équationeinoonnue en moins que le systéme
initial. On répéte ceci jusqu’a ce qu’il ne restaspqu’une seule équation qu’'on peut

alors résoudre.

Exemples
5x+17y=1 (3
x-2y=11 (2

(2) = x=11+ 2y

NN

dans (1) 5(11+ 2y) - 2y= 11= -+ = y=-

doncx =11+ 2(-2)= 7

S={(7:-2)} (le systéme a donc une seule solutjon

{3x—5y:—4 (9)

-6x+10y=8 (2

5 4
1) « 3x=5y-4e x==y-—
(1) = 3x=5y X=2¥"3

dans (2):—6(gy——gj+10y:8c> -10w 8 10y 8 Oy , ce qui est vrai

pour tout réel y donc ce systéme admet une infdetéolutions :

(s

x+3y=-7 (1)
. 2x-y=14 (2
-x+2y=-13 (3

(2) = y=2x-14
dans (1) x+3(2x-14=-7< 7x= 35= x !

doncy=2[5-14=-4

vérifions (3) : =5+ 2(-4) =- 1%, d'ou s={(5-4)}

x+3y=-7 (1
. 2x-y=14 (2
8x-7y=3 (3
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en utilisant (1) et (2) on obtiemt=5 et y=—4 (voir exemple ci-dessus)
vérifions (3) : 806-7(-4) = 68# ¢, d'ou S=0 !

X+y+z=6 (1)
2x-3y-z=-7 (2
5x-2y+3z=10 ( 3

(1) = z=6-x-y

dans (2) 2x-3y-(6-x-y)=-7e - = 3x-2y=-1 &

dans (3) 5x-2y+3(6- x— §)=10= - = 2x 5y=-§ §

(4) et (5) constituent alors un systéme de 2 égos 2 inconnues :

5
5) = x="y-4
(5) = x=2y

dans (4) :%Sy—lz— 2y=—1e - = y= 2, doncx:gm—4:1

dans (1) z=6-1- 2= ¢, d'ou S={(1,2,3}
2x-y+3z=15 ()
-X+5y+z=-18 (2
-6x+3y-9z=7 (3
(1) = y=2x+3z-1F
dans (2) =x +5(2x+3z- 1§+ z=~- 18- --- = Ot 16z 5 )
dans (3) =6x+3(2x+ 3z- 1§~ 9z 7= .- = Ox 0z 5Q)
or (5) est impossible donc=37.
2x-y+3z=15 (1}
-x+5y+z=-18 (2
—6x+3y-9z=-45 ( 3
(1) = y=2x+3z-1F
dans (2) =x+5(2x+3z- 19+ z=- 18- .- = 9% 16z 5{ )
dans (3) =6x+3(2x+ 3z- 1§- 9z~ 45- .- = 0% 0z )

or (5) est vrai pour tous X, z réels, donc il yn@ infinité de solutions :

(4) = z:—g x+5—7, dans (1) y =2x+ 3(—2 x+5—7j—15:—5 x—Eg
16 16 16 16 16 1€
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donc S= (x;ix—@;——gx+i7J/xD]R
16 16 16 16

3) Regle de Cramer

Cette regle s’applique aux systémes linéaires aya#ine nombre d’équations que
d’'inconnues (nous nous limiterons a deux cas esyst d& équations a 2 inconnuest
systemes d8 équations a 3 inconnues

a) Déterminants d'ordre 2 et 3

° Un déterminant d’ordre 2 est un « tableau carré » @2= 4 nombres a, b, c, d

,|a
note

j . La valeur de ce déterminant est donnée parauie suivante :
Exemples

‘a j:ad— o4
b
‘7 1

=7038-511= 2k 55 - 3
5 3

-4 9
‘ g J =(-4)(-12-9-9= 48 7= 12
. Un déterminant d’ordre 3 est un « tableau carré » 888= 9 nombres a, b, c, d, e,

a d
f, g, h, i notélb e . La valeur de ce déterminant est donnée parrhauie
c f i

suivante appeléegle de Sarrus:

a dg ad
b e b e= —gec— ahf- dhj
c f il c f

Exemples

2 0 1 2 O

5 -4 - 5 —-4=-56+ &+ 15 4 12 6- ¢

-1 3 7/ -1 3

5 -10 0] S5 -10
-1 3 9] -1 3=-36-636 6 & 946 20 3
7 -21 - 7 -21
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b) Systemes de 2 équations a 2 inconnues

Soit un systeme de deux équations a deux incordargsous forme standard :
ax+by=c
a'x+b'y=c'
On commence par calculer le déterminant principasygstéme :
a b
a'" b

A=

Deux cas peuvent alors se présenter :
1°"cas:A#0

Le systeme admet une solution unique qu’on ob&antalculant les déterminants :

b a c
A = et A, =
c' b a' c¢'
A A
Alors xzﬁ ety=—r dou:S= ﬁ;—y
A A A A

2°cas:A=0

Le systéme a alors une infinité ou pas de solutjarzréciser a l'aide de la méthode
par substitution.

Exemples

Reprenons les exemples du paragraphe 2.

5x+17y=1 (3
{X—Zyzll (2

51
A :‘ J =-10-17=-27# 0 donc une seule solut

1 —
11 -
A = =-2-187=-189 donc x:1—89:
11 - =27
5 1

=55-1= 54 donc ytﬂz—
=27

{ 7x-8y=11 (3

-21x+ 24y=-5 ( 2
_‘7 -

1 2j:168— 168= 0 donc pas ou une infinité de sols

-6 -
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(1)|EQ 3) = —21x+ 24y=- 3! ce qui est incompatible avec (2), dde O .

{sx s5y=-4 (1)

-6x+10y=8 (2

A :‘—6 lj =30-30= 0 donc pas ou une infinité de sant

Par substitution on trouve (voir p. 3p= {(§

4
-—:y|/yOR
3y 3YJY }

Systémes de 3 équations a 3 inconnues

Soit un systéeme de trois équations a trois inconiget sous forme standard :

ax+ by+ cz= d
a'x+b'y+c'z=d
ax+pdy+cdz=d

On commence par calculer le déterminant principatysteme :

a b c
A=lad B ¢
a" UI d!

Deux cas peuvent alors se présenter :
1*"cas:A#0

Le systéme admet une solution unique qu’on obéartalculant les déterminants :

d b c a d c¢ a b d
A,=ld b ¢ A=d d ¢ A =lad B d
d n b" d’ a" d n C" a" U’ d n
A A
Alors x=£,y=—y etzzﬁ dou : S= A, ;—yiﬁ
A A A A A A

2°cas:A=0
Le systéme a alors une infinité ou pas de solutiopséciser a I'aide de la méthode
par substitution.
Exemples
Reprenons les exemples du paragraphe 2.
X+y+z=6 (1)
. 2x-3y-z=-7 (2
5x-2y+3z=10 (3
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1 1 1
A={2 -3 -1=-9-5 4 15 2 6- 1% 0 donc une seule solu
5 -2 3
6 1 1
A, =|-7 -3 -1=-54-10- 14 30 12 22- 1ldoncz>%:
10 -2 3
1 6 1 2o
A, =2 -7 -1=-21- 30+ 26- 35 10 36- 22 donczy_—llz
5 10 3
1 1 6
A, =2 -3 -1=-30-35 24 96 14 26- 33 donc;z%:
5 -2 10
s={(123}
2x-y+3z=15 (1}
. -Xx+5y+z=-18 (2
-6x+3y-9z=7 (3
2 -1 3
A=|-1 5 1|=-90+ 6- 9% 90- 8 & 0 donc une infinité ou passdktions
_6 3 —
Par substitution on trouve (voir p. 4p=0
2x-y+3z=15 (1}
. -x+5y+z=-18 (2
—6x+3y-9z=-45 ( 3
2 -1 3
A=|-1 5 1|=-90+ 6- 9% 90- 8 & 0 donc une infinité ou passdktions
_6 3 —

Par substitution on trouve (voir p. 4= x;E x—6—9;——9 X+£7J /xOR
16 16 16 16

Exercices 1, 2, 3
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B) GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS LE PLAN (Rappels)

1) Repéeres du plan

« Soient O, 1, J trois points non alignés plan, alors les vecteuis=OI et j =OJ ne
sont pas colinéairest le triplet (O,T,]) est unrepére du plan ce qui signifie que
pour tout point M du plan il existe un couple uniquey) de nombre réels appelés
coordonnéede M tel que :

OM=x0+y[
On noteM (x;y) dans le repéréO,T,]), x est appeléabscissede M et yordonnée

de M. La droite Ol est appeléae des abscisseat la droite O&xe des ordonnées

« SiOI00JetOE OF on ditque(O,T,]) est urrepére orthonormé (R.0.N.)

« Pour tout vecteurt il existe un point unique M tel queé=OM (OM est le
représentant d’'origine @le U). Si on connait M, on connait il est donc naturel de

dire que les coordonnées de M sont aussi les «lcanées » dé@ :
. J— . (X
siM(x;y) eti=0OM alorst(x;y) ou u(y]

2) Calcul vectoriel dans un repére du plan

Soientu[);“j, V[XVJ, A(XaYa), B(Xgs Ys) €t C(xc,yc) dans un repéréO,T,]) et

\

o OR, rappelons qu’on a alors les formules suivantes :

-9-
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a) Formules valables dans tout repéere
ox,
e qa m[ j
ay,
. _.[Xu +ij
e U+V
Yoty

(i
Y = VYa

» on appelledéterminant des vecteurst et v le déterminant :

X

u \

det(u,y) = vy

» ondit quet etV sontcolinéairessi et seulement si
[(kOR u=kI ou V= klu

c'est- a dire si et v ont méme direction ou s'ils sont nuls.

« |UetV etsont colinéaires  det v

o, — [ Xg =X, ) ——[ X=X, .
* A, B,Calignés= A etA colinéairt
Ye ~Ya Ye~VYa
- det( AB,AC)= 0
b) Formules valables uniquement dans un R.O.N.

o=y
- AB =\/(XB _XA)2 +(yB ~Ya )2
* on appellgoroduit scalaire de i par v le nombre réel défini par :

ulv=x,x, +y,y

e U0OVe ul¥=0
Equations d’une droite

Une droite d du plan est entierement déterminéa sonnait :
» deuxpoints AetBded
ou bien
» un point Ad et unvecteur directeur U de d (c'est-a-dire un vecteur

non nul qui a méme direction que d)

Remarquons que dans le premier cas on connainégpatiein vecteur directeurAB .

-10 -
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AM

OM M Od = AM et G sont colinéaires- déﬁl\/r,)J:

Nous allons maintenant exprimer cette derniére n@t# en utilisant les coordonnées
dans un repere (en principe quelconque, en pratighenormé) :

A(XaiYa). M(x;y) em[xuj

u

a) Systéme d’équations paramétriques de d

Y=VYa
~ [KOR AM =k [
[X—XAJ [kD(uj
- [KOR =
y_yA k@/u
X=X, =KX,
Yy=Ya =k,

u

—(x=x, . (X, L
M(x;y)Od = AM etd sont colinéaire

c»D(D]R{

D'ou :

X=X, +KIX,
y:yA+kwu

M(xy)Od = (kOR {

Ce systeme linéaire de deux équations a deux inEsx et y et dparamétre k est
appelésysteme d’équations paramétriquesie d.

Exemple

. . . -3
Soit d la droite passant par(5;-2) et de vecteur dlrectew”r[ . j , alors :

=5-3k

=) ¥7°73 (kOR)
y=-2+7k

pourk=1:x=2ety=5doncB(2;5)0d,

pourk =-4 : x=17 et y=—3C doncC(17;-30)1 ¢, etc.

-11 -
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Pour voir si D(8,3)d il faut voir s'il existe un réel k tel qu&=5-3k et

3=-2+7k. Or la premiere de ces équations dore -1 et la deuxiémekzg,

doncDOd !
b) Equation cartésienne de d
—(x=x,) . (X, L
M(x;y)Od = AM et sont colinéaire
Y=VYa
- det{ AM,T) = 0

u

X=X, X,
y_yA yu
= (X=X2 )Yy = (Y=Ya)%, =0
< yuX_yUXA_XUy+XUyA:O

=0

~

En posanta=y,, b=-x, etc=x,y, —Y,X,, on obtient I'équation :

M(x;y)Od = ax+by+c= 0 aveEE J;t*Ov.d.de

a

Cette équation linéaire a deux inconnues est appgléation cartésiennede d.

Exemple

-3
Pour A(5;-2) etU{7j,ona:
—(x=-5) (-3 C,
M(x;y)Od = AM et sont colinéaire
y+2 7
X=-5 -
=0
y+2 7,1

= 7(x=5)+3(y+2=0
e IX+3y—-29=0

A d

doncd = 7x+ 3y— 29= (. Cherchons quelques points de d :
pour x= 2, 14+ 3y- 29= 0= y= £ doncB(2;5)0d

pour y=-3C, 7x—-90- 29= 0= x= 13, doncC(17;-30)J c, etc.
D(@8,3)0d~ 708+ 313 2% (ce qui est faux dond [Id.

-12 -
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4) Vecteur normal d’'une droite

On appellevecteur normal d’une droite d tout vecteut # 0 qui est orthogonal & tout

vecteur directeur de d (on peut dire aussi : quuessecteur directeur de toute droite
perpendiculaire a d).

-
n

AM

Pour connaitre d il suffit de connaitre un poAnild et un vecteun normal a d car :

OM MOd = AM 0Od

Yn

M(x;y)0d « A—M(X_XAJ Dﬁ{xnj

Y~=VYa Y
<[l
Y=VYa Yn
< (X_XA)Xn +(y_yA)yn =0
= X X=X X, +Y Y —YaYa =0

. X
« SiA(XsYa), M(xy) etﬁ[ ”j dans un R.O.N.alors :

En posana=x,, b=y, etc=-x,x, —Y,Y,. On obtient 'équation :

a) -
M(x;y)Dd = ax+by+c=0 avec”Ebji Ov.n. &

Exemple

Pour A(-9;5) etﬁ[ 2 j ona:
-13

M(xy)Od = A—M[“gj Dﬁ[ 2 j

y-5 -13
- (x+9)2+(y-5)(-13= C
= 2x-13y+83= 0= d

-13 -
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a
* Remarque :Si d = ax+ by+ c= Calors U[ j est un vecteur directeur de dFEE[bJ

a

est un vecteur normal a d.

11 4
Exemple :pour d =4x-11y+ 29 ( U[‘J etﬁ[ llj'

Intersection de deux droites

Soient deux droitesd =ax+ by+ c= C et d'=a'x+ b'y+ c= ( données par leurs
équations cartésiennes, alors :

I(x;y)Odnd' = (x;y) estsolution du syste %‘:";(: EI)’;C;:OO (( 3
Déterminer l'intersection de d et d’ et résoudre cesysteme revient donc au méme !
On a trois possibilités :

» si dnd'={i}(d et d' sécantes), le systtme a une seule soluties

coordonnées de .
» sidnd'=0 (detd strictement paralléles), le systéme rda ge solution.
» sidnd'=d=d'(d etd’ confondues), le systétme a une infinit&alations.

b

a
Remarque :d||d'= A=0etd et d sécantes: A # avecA:‘ -
a

Exempleg(pour les calculs voir pages 6-7)

5x+17y=1
. {x—z =11 % s={(7-2)
y=11 (2
interprétation géométriqueles deux équations du systéme sont les équat®dgux
droites sécantes qui se coupent €f1-2).
X - =
. x-8y=11 (3 &=
-21x+24y=-5 (3

interprétation géométriqueles deux équations du systéme sont les équat®dgux
droites strictement paralleles (disjointes).

. {Bx—5y= -4 () s:{(§ y_%‘;yj/ym}

—6x+10y=8 (2 3

interprétation géométriqueles deux équations du systéme sont les équat®dgux
droites confondues.

Exercice 4

-14 -
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C) GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE

1) Points, droites, plans et vecteurs dans |'espace

* Les notations pour les points et les droites dspkee sont les mémes que celles
utilisées dans le plan, les plans sont souventsnp@ des lettres grecques:
a, B, ...

» Par deux ponts A et B il passe exactement uneedmo'ltée(AB).

» Par trois points non alignés A, B, C de l'espacpatse exactement un plan noté

parfois (ABC) ou simplemenaBC :

e Siquatre points appartiennent a un méme plantaqudis sontcoplanaires sinon ils
forment untétraédre (c’est-a-dire une pyramide a quatre faces tricaicges) :

A

AUBCD
BUOACD
CUABD
DUOABC

+ Deux plansTt ett, de 'espace peuvent étre :

» confondus: 1 =T,

- 15 -
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> strictement paralleles: 1. n 1, =0

» sécants: ;. n 1, =d (I'intersection de deux plans sécants est undgaltpi

Remarques
o Tl T, (paralleles signifie quet n 1, =0 ou 11 =TT,, donc deux plans sont

soit paralléles, soit sécants (comme deux dro&es dn plan).
o Une droite peut toujours étre définie comme intetisa de deux plans sécants.

» Deux droitesd, et d, de 'espace peuvent étre :
> sécantes d,nd,={l} (deux droites sécantes sont coplanaires, c’eftea-d

quelles appartiennent a un méme pign

- 16 -
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> paralleles: d, =d, ou d nd,=0 (deux droites paralleles sont également

coplanaires)

4
¢

» gauches: c'est ainsi qu’on appelle deux droites qui netgias coplanaires

(iz

— P [
(=9

Les vecteurs se définissent exactement de la mé&mé&ra dans I'espace que dans le
plan, avec les mémes propriétés et regles de caleddition des vecteurs,
multiplication par un réel, vecteurs colinéairegcteurs orthogonaux, relation de

Chasles, etc.

Soient A, B, C trois points non alignés qui défieist un planm=(ABC) de
I'espace. AIors(A,E,E) est un repére de ce plan donc pour tout phirf Tt il

existe deux réelsx etf tels queAM =a [AB +BMAC : on exprime ceci en disant
qgue le vecteurAM est unecombinaison linéaire des vecteursAB et AC. Il est
évident que siM Ot alors AM n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs

AB et AC ! Ainsi:

MOT = AM =a BB +BAC

D’'une maniére général@ est unecombinaison linéairede U etV si et seulement si
(o,BOR w=oW+pIV. Ceci revient en fait a dire qu’il existe troeprésentants
de ces vecteurs qui sont coplanaires !

Deux droites sécantes dont les vecteurs directsams orthogonaux sont appelées
droites perpendiculaires alors que deux droites gauches dont les vectbrgsteurs
sont orthogonaux sont appelé@®ites orthogonales mais dans les deux cas on

note :d, 0 d,.

-17 -
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2) Reperes de I'espace

Exemple :
Soient O, |, J, K quatre sommets adjacents d’'ureciyb un point quelconque du

'espace et M’ sa projection orthogonale sur lengl@lJd). Alors il existe deux réels x

et y tel queOM'=x[DI+y[DJ puisqueM'0(ON) et il existe un réel z tel que

M'M =z [DK puisqueM'M et OK sont colinéaires :

: M
H p
: 1
K
P ol e |
o T
.- .- 1
e s 1 —
i (R T ! zOK
! 1 R
1 \ I
1 \ 1
1 | 1
| : —
1 -
| ,‘ 1 yOJ
1 O | 1J
............................ Lessnassnnnannnan, B - v ¢ e ot s e e i e 3 et e e S e ¢ e 8 e 1 88 8
1 H -7 -
| H ! ’,' -
' 1 ~<’ .-
—_ [ -7
_______________ - + 7| e
x0l L xOI+yOJ .-
R -
- P
,A ................................................. r”
.t M'

OM =OM'+M'M =x [DI +y [DJ + z[OK
Soient O, 1, J, K quatre points non coplanaited’espace (OlJK est un tétraedre) et
notonsi =OI, j=0J et k=0K. Alors le quadruple(O,T,],R) est unrepére de
'espace ce qui signifie que pour tout point M de lI'esphegiste un triplet unique
(x;y;2) de nombre réels appelésordonnéesde M tel que :
OM=x0+y[+z &
On noteM (x;y;z), x est labscissede M, y l'ordonnéede M et z lacotede M. La

droite Ol est appeléaxe des abscisseda droite OJaxe des ordonnéest la droite
OK axe des cotesSi les trois vecteurs du repéere ont pour norme 1 etdsant & deux

orthogonaux, on dit que le repere est orthonormé.{R)O
Par exempleD(0,0,0, 1(1,0,0), J(0,1,9, K(0,0,1).
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« Pour tout vecteuti de 'espace il existe un point unique M tel giie OM. Comme

dans le plan on prend alors les coordonnées de M tﬂ@fﬁ;,],ﬁ) comme

coordonnées d@ :

a
siM(a,b,q dans(O,T,],R) eti=OM alorsi| b]|.
c
3) Calcul vectoriel dans un repére de I'espace
XU XV XW
Soientt| y, |, V| Y, |, W| Y, [, A(Xa:Va:2a ), B(Xg,Ys:25) €8 C(Xc, Ve, 2:) dans un
ZU ZV ZW

repére(O, i,J, k) eta0OR, de méme que dans le plan on a alors les formules sesvant

a) Formules valables dans tout repéere

o X,
e ol aly,
alz,

X, X,
« U+Vly, ty,
z,+tzZ,
Xg =X
e AB Ye = Ya
Zg =2y

» on appelledéterminant des vecteurst, Vv et w le déterminant :

XU XV XW
det(u,v,W=|y ¥ VY,
ZU ZV Z\N

« W est uneombinaison linéairede Ui et v ssidet(u,v,W)= C
» A, B, C, D coplanaires s9AD est une combinaison linéaire @8 et AC donc

SSi det(ﬁB,A—C,ﬁD) =0.

X, = kX,
* U etV sontcolinéaires -« [k U=k« [k 1y, =k0Ly,siet seulement si
z, = klz,

-19 -
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b) Formules valables uniquement dans un R.O.N.
o fdl=yxityitz
¢ E=\/(XB _XA)2 +(yB _yA)2+(ZB _ZA)

» on appellgproduit scalaire de t par v le nombre réel défini par :

U w: XLI D(v+yu WV+ZU &V

2

e U0VeUu=0
4) Equations d’'un plan

a) Déterminer un plan

Il y a deux fagons pour déterminer un plardans I'espace :
> 1% cas
On donne un point ATt etdeux vecteurs directeurs non colinéairesi et v de

T (ou trois points non alignéd, B,CLITt ce qui revient au méme puisqu’alors

AB et AC sont bien deux vecteurs directeurs non colinéiegs).

-
u M
A%—"
-
7T A4

OM M O < AM est une combinaison linéaire de ude/

» 2°cas
On donne un poinA O 1t etun vecteur normal i au plan c’est-a-dire un vecteur

un vecteur non nul qui est orthogonal a tout veatiecteur dert.

sy
n

I
M
A ——

OM MOTM - AM Of

-20 -
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b) Systeme d’équations paramétriques d’un plan

Soit 11 un plan donné par un poim(xA,yA,zA) et deux vecteurs directeurs non

XLI XV
colinéairesu| y, | etVv|y, | et M(X,y,z) un point quelconque, alors :
z z

u \

M(x,y,z)0m = (0,BOR AM =a @ +BI

X=X, X, X,
< EU’BDR y_yA =a yu +B yv
z-z, z, Z,

X=X, alX, +BX,
= [oLBOR | y-y, (=] aly, +BD,
z-2, ) \alz, +BLy,

D'ou :

X=X, +alXx, +BX,
M(x,y,z)0me [o,BOR < y=y, +aly, +B0Y,
z=7, +alz, +BLY,

Ce systéme de parametiest3 est appeléysteme d’équations paramétriquikesrt.

Exemples
4 0
« A(7;,-3;2)0m de vecteurs directeuts -9 | etv| 5 | alors
11 -1
X=7+4a
m=<y=-3-%+3 (aBOR)
z=2+10 -3
X=5+30-
¢ siT={y=-1+8 (a,BOR) alors T est le plan passant par(5;-10) et
z=-230+1
3 -6
de vecteurs directeui 8 | etv| O
-23 7

Autres points dat : a =1,8=3: B(5+3-18- 1+ 8- 23 2l= B- 10;% J,

a=-2,=0:C(5-6-1-16;46= G- L 17,4 etc.
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c) Egquation cartésienne d’'un plan

1°" cas: Tt est défini par un point A et deux vecteurs diregéi et v
M(x,y,z)OT = AM est une combinaison linéaire dest v
- det(m,u,v): 0

X=X, X, X

> Y=Ya Y, Y|=0
z-2, 3, %

En calculant ce déterminant on obtient une équat®la forme :

ax+ by+ cz+ d= 0 avef a,b)e( 0,0,

appeléesquation cartésiennede Tt.

Exemple
-2 5
T défini par A(3,-5,1), 0| 7 |etV| 1
9 -4

M(x,y,z)0m = del(m,”u,” =0

Xx-3 -2 5
RS y+5 7 l :O
z-1 9 -

- —28(x-3-2z- 3+ 45w 5- 36z )k By )> (9% )
o —37x+37y- 372+ 333 0
e =X+y-z+9=0=m

2° cas: m est défini par un point A et un vecteur normatians un R.O.N.

M(x,y,z)0m = AM OA

X=X, X,
~ AM|y -y, |@|y, |=0
z-z,) 3

= X, (x=%,)+Y, (Yy-ya)*+2z,(z-2)=C
eten posana=x,, b=y, ,c=z etd=-x,X —-VY,Y, —Z,Z on obtient encore une

équation de la forme :

a

ax+ by+ cz+ d= 0 avech bz
c

-22 -
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Exemple
8
T défini par A(-2,15,0) etn| -21
-3
X+2 8
M(x,y,z)0m = AM|y-15|0h| -21|= 0
z -3

= 8(x+2)-21y-19- 3= (
= 8x-21y-3z+ 33F ETmn

autre méthode Ti=8x - 21y- 3z+ d= (et commeA (-2,15,0 0 :
8[(-2)- 215 36- ¢ 0- & 33d'ol =8x~ 21y- 3z+ 33E (

Exercices 5 - 15

5) Systemes d’équations d’'une droite

Il'y a deux facons de déterminer une droite d daespace :

XLI

> d est donnée par un poiAt(x,,y,,z,) etun vecteur directeur| y, |.
z

u

M(x,y,z)0d = AM etu sont colinéaires
- [KOR AM =k [

X=Xu X,
< l:kDR y_yA :k yu
z-12, Z,

et on obtient usysteme d’équations paramétriquesle parameétre k de d :

X=X, +KIX,
M(x,y,z)0d = OkOR {y=y, +k0y,
z=12, +klx,
Exemple
X =17- 6k -6
d={ y=37k (kOR) est la droite passant pAr(17,0,-5 de v.d.t| 37/.
z=-5+19k 19
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> d est donnée comme intersection de deux pfaret1t,, chaque plan étant défini par
une équation cartésienne.

La droite d est alors déterminée par un systen@ilie de deux équations a trois

inconnues appelgystéeme d’équations cartésiennes

= ax+ by+cz+ d= 0
“la'x+b'y+c'z+ d= 0

Exemple

d_{x—y+322 2 (9

“lox+4y-z=1 (2

Pour chercher des points de d il faut résoudrgsteme :

(1) = x=2+y-3z

dans( 9 :4 2y 62 4y z + 6y 7Z- 3 :y% —z%

dans( } 1% al pl g - 11,3
6 2 6 2
Ainsi 0zOR M(—%z+§;—éz——i;z}ﬂ d, par exemple pourz=0 on obtient

A@; ——;;Ode, pourz =-3 on obtientB(7;-4;-3) 0 d, etc.

Exercices 16 - 30
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EXERCICES

Exercice 1

Résolvez les systémes linéaires suivants (méthodbaix) :

2x-3y+z=1
1) x-y+2z=3
3x-2z=5

X—y-z=2

3) <3x—-6y+2z=4
2x-5y+3z=3
Xx—-2y=3
5)<2x+y=1
3x-y=4
3X-2y+z=7
7)<2x+2y-z+2=C
4x-y+2z=9

X, —4x, - %X, =1
9) 4 2%, —5X,+ 2%, = 2
6X, —18X, + 2x,= 6

12X, + 9%, - 18%= 3
8%, +6X,-12x,= 2
—20x, —15x,+ 30x + 5 (

11)

2x+y-3z=4
13) X+y-3z
—4X—2y+ 6z2= 2

15)

17)

- 25

2)

4)

6)

8)

10)

12)

14)

16)

18)

X-y+z=1
3x+3y=4
2x+4y-2=3

2X—4y-2z= 4
X—2y—-z2=2
-3X+6y+3z= 6

3x-2y=5
2x+y=1
4x+3y=5

y-3z+5=0
2x+y-2z+9=0
3x—-y+5z+ 20= C

X, +2X,-5%,-8=0
4X, +6X,—2X,=5
X, +X,+4X,-2=0

2x+y-3z=1+ 3x
X-3y+z=2-2

2x=y+4
4x+y+1=0
2x+y=0

X—-2y=3
3y-z+5=0
2x+3z=-4

X—2y+z=1
3x—-6y+3z=3

Xz 2
2 2 2
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x-2y=1 X+2y=5
19) {3x+5y=14 20)3 3x-y=4
Xx-y-2=0 2x-3y=2
X_5y24+z
2x+y-3z=1 - -
21) Xt+y-soz 22) 3z 5x:Z+x 2y
X=2y+z=2 5 3
1-X2Y72 - 3
2

Exercice 2

Déterminez les valeurs du paramétre m pour queylEiemes suivants aient :

a) une seule solution
b) aucune solution
¢) une infinité de solutions :

Xx+y-z=1 mx+y-z=1 4x-my=3
1) 12x+3y+ mz= & 2)3 x+my-z=1 3)q 2x+y=2
X+my+3z= 2 -X+y+mz=1 X+y=5

Exercice 3

Résolvez les systemes linéaires suivants en dittcsuazant les valeurs du paramétre m :

X+my+z=2m
2) mx+y+z=0

D {(m+1) X-2y= 4
x+my+(m+1z=m

(m-1) x-3y=5

mx+y+z=1
4) x+my+z=1

X+y+mz=m

3 {2x+(m— 2)y-m=0
4x+my-10= 0

X+y+z=1 X+y+z=0
5) X+y+mz=2 6) 2x+2my+ mz= 0
mx+m’y+ m’z=m 3x+(m+2) y+(m+ 1 z= ¢
mx+y=2 ‘3 1
mXx -mz=
7)4x+2y=m 8){ y
2X+my—z=m
2x+my=1
Exercice 4

Reprenez tous les systemes linéaires a deux inesmlas exercices précédents (1 a 3) et

donnez-en une interprétation géométrique.
Dans les exercices qui suivent ou il sera questtorthogonalité (cad de vecteurs normaux)

on supposera toujours que le repére est un R.O.N.
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Exercice 5

Déterminez une équation cartésienne du plan pagsante point A(-2;3;1) et de vecteur

1
normal | 2

-2
Exercice 6

Déterminez une équation cartésienne et un syst&gaations paramétriques du plan passant

1 -1
par le pointA(-3;1; 2) et de vecteurs directeus -2 | et V| 2
3 3

Exercice 7
Déterminez une équation cartésienne et un syst&gaations paramétriques du plan passant
par les pointP(5;-3;7), Q(0;2;-9) et R(5;0;0)
Exercice 8
Soient Ox, Oy et Oz les trois axes d'un R.O.N. idioe O, a, b et c les bissectrices des angles
)TO\Z, xOz et x/O\y respectivement. Déterminez les équations cartésgen

1) des plans xOy, yOz et xOz.

2) du plant contenant a et Ox.
3) du plant, contenant b et Oy
4) du plant, contenant c et Oz

Exercice 9

Dans un repére de l'espace on donne les pok($;-12), B(L2-3, C(0;3-1,
D(-7;10;13 etE(4;-5;]).

1) Vérifiez que A, B et C ne sont pas alignés.

2) Les points D et E appartiennent-ils au plan ABC ?

Exercice 10

Les pointsK (2;1;0), L (L-2;-1),M(0;1;,-2) et P(2;-5;4 sont-ils coplanaires ?
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Exercice 11

Déterminez une équation cartésienne du ptapassant par le poirft’(S;— 4;]) et paralléle au
x=1+a-p

plan 1t donné par le systéme d’équations paramétriquess:y y=a +f3

z=2+a

Exercice 12
1) Trouvez un systéme d’équations paramétriques da gléquation cartésienne :
nM=x-2y+z=1

2) Trouvez une équation cartésienne du plan donné Ipasystéme d’équations

X=-3+20+[
paramétriqguest=< y=1-a+3
z=5-3

Exercice 13
Analysez si parmi les plans suivants donnés pas léguations cartésiennes il y en a qui sont
orthogonaux :
M =2X-7y-2z+1= C
T, =4x-2y+117- 5= (
T, =X +13y+ 2z+ 37= (
Exercice 14
Déterminez une équation cartésienne du ptapassant par le poirf?(2;5;—7) et paralléle au
plan Tt =3x—-5y+ 7z- 4= C
Exercice 15

Déterminez une équation cartésienne du ptgpassant par le poirf?(2;5;—7) et paralléle au
plan ABC avecA (2;1;,-3), B(1;,2;-4) et C(10;)

Exercice 16

Déterminez un systéme d’équations paramétriques systéme d’équations cartésiennes :

3
1) de la droite passant par(5;2;-3) et de vecteur directeur] —1|.
8

2) de la droite passant par(1;—4;3) et parB(0;1-2).

3) des axes de coordonnées Ox, Oy et Oz.
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Exercice 17

Analysez si les droites d et d’ sont parallélesave

x:—Ek—l
x=2k+1 7
d=Jy=-k-1 et d'=s yzgk
z=3k+2 9
z=—k-8
7

Exercice 18

Déterminez un systeme d'équations paramétriquesladéroite d orthogonale au plan
T=X-2y+z=1et passant par le poift( 2;1;-J.
Exercice 19

Déterminez une équation cartésienne du pigrmassant par le poim(l;— 2;3 et contenant la

x=-3+k
droited=q y=2-k .

z=-1+2k
Exercice 20

Déterminez un systeme d’équations cartésiennea dmite d passant par le poiﬁ( 3- 1;4)

Xx=a-1
et parallele a la droitd'=4 y= 20 + 2.
z=-0+3

Exercice 21
On donne les pointé (3;2;-1), B(3;,-2;1), C(5;6;-3 et D(6;8;4).
1) Les points C et D appartiennent-ils & la droite AB
2) Le point T appartient a la droite AB et son absrisaut —4. Calculez ses autres
coordonnées.
Exercice 22

Reprenez tous les systémes linéaires a trois inmsaes exercices précédents (1 & 3) et

donnez une interprétation géométrique.
Exercice 23
2x—-3y+5z=7

et le plant=x -y +z =5. La droite d perce-t-elle le
X+2y-7z=0

On donne la droitel E{

plan 1t ? Si oui en quel point ?
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Exercice 24

Déterminez l'intersection des droites

N 5 x=k-1
X+y-z=-
d= Y et d'=< y=2k
2x-y+6=0
z=2
Exercice 25
x=k-1 x=-1+a+p
Déterminez l'intersection de la droite=< y =3+ 2k et du planrt=y y=2+3
z=-k z=-3-a-f
Exercice 26
x =3+ak
Discutez, en fonction du réelr, la position de la droited=<y=2+2k et du plan
z=0-k
T=3Xx—-2y+5z=1.
Exercice 27
Déterminez l'intersection des droites
X=a+l x=33-1
d=<y=-20-3 et d'=s<y=-3-4
z=3 z=B+2
Exercice 28
X=-0+f
. : : . . X+y=5
Déterminez l'intersection de la drmtbz{ 37=1 et du planm=<y=-2a-p3-1.
z=a-pB-2

Exercice 29
Déterminez un systeme d’équations cartésiennea dmlte d passant par le poiﬁ(l;o;—])

X-y+3z=2

et parallele a la droitd '5{ y .
2x+y-z=4

Exercice 30

Déterminez une équation cartésienne du ptanpassant par le poinP( 2;-11- E) et
X=200-8

orthogonal a la droitd =1 y =3

z=50-2
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