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COURS

1) L’invention du “nombre” i

Un des premiers problémes traités palgkébre science inventée par les Arabes au
IX® siécle (« al-jabr » signifie « calcul » en aralfef Ja résolution des équations du
premier, deuxiéme, troisiéme et quatrieme degré. Ce n’emti V1° siécle que les
mathématiciens « algébristes » italiddsl Ferro (1465-1526),Tartaglia (1499-
1557) et son grand riv&lardano(1501-1575) et enfiBombelli (1526-1573), ont
enfin réussi a résoudre les équations det3lu £degré. Or ce ne sont pas tant les
formules qu’ils ont trouvées qui se sont révélées impbes par la suite, mais une
certaine méthode qu'ils ont développée pour y arriver equené aux nombres
gu’on appelle aujourd’hui kRombres complexes.
Au début du seizieme siecl®el Ferro a démontré que I'équation du troisieme
degré

x*+px+q=0 (oup,dR)

a pour solution le nombre

X :i/_9+ |4P° + 274 +§/__Q_ 4p+ 27§
2 108 2 108

a condition bien sir quép’ + 27¢ = C!

Cette formule n’est donc pas applicable a une émuabmme par exemple

x®—-15x— 4= (0 (*)

3 - s -4
car .| 2P +27¢f :\/4( 15 +27-9 =/-121 nexiste pas !
108 108

C’est la queBombelli a eu I'idée insolite d'imaginegu’il existe un « nombre » i tel

que i’ =-1 et avec lequel on puisse faire les mémes caleués/ec les nombres
, o . . 9 L -
réels ordinaires comme p.ext2, 3i—4, —, etc..(on pourrait dire aussi qu’il a eu
i

laudace de faireomme sune telle « chose » existait....).
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On aurait alors (11i)"=1217 =121~ }=- 12, donc v-121=11J et par

conséquenk = ¥2+110+2- 110.
Or(2+i)’ =8+ 30400+ I F + = 8+ 120 6- i= 2+ 1Ti (cari= 1E- ||
donc ¥2+110=2+i et on montre de méme qué2-i)’=2-1100, donc

32-110= 2-i. Finalement on obtient =2+i+2-i=4 et on vérifie facilement
que le_rée#t est bien une solution de 'équation (*) !

Ainsi Bombelliavait trouvé une solution bien réelle de I'équati®) en utilisant un

« nombre » qui he pouvait pas exister mais quitdedion godt de disparaitre a la
fin des calculs.... Au 17siécleDescartes(1596-1650) appela ce nombre irréel et
inexistant « nombre imaginaire » et au 18 siécle Euler (1707-1783) imposa la
notation« i » queBombellin’avait pas encore utilisée, en I'appelant ausswrabre
impossible ». Ces
dénominations (irréel,
imaginaire, impossible...)
témoignent du profond
malaise que les
mathématiciens du fGwu

18 siécles ont ressenti
envers ce nombre i (et ses
composés i +2, 3i—-4,

etc  appelésnombres

complexe$ qui malgré sa
définition incertaine et bizarre s’est révelé areinstrument tres efficace pour la
résolution de nombreux problémes algébriques. @stmju’au cours du I%iecle
gue des mathématiciens comn@auss (1777-1855), Cauchy (1789-1857) et
Hamilton (1805-1865) ont enfin réussi a donner une congbrucigoureuse de ces
nombres et a leur enlever leur caractére magiqueystérieux. lls constituent
aujourd’hui encore une des notions les plus impbesa des mathématiques

modernes.
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2) Construction des nombres complexes

a) ldée fondamentale

L’ensemble R peut étre interprété géométriquement comme l'ensemble des

abscisses de tous les points d’une droite d munie d’'un ré@é@) :

0 1 M d

0 1 =

OMOd OxOR M(x) cad OM= x[Ol
Comme iR le point repéré par i@ supposer gqu’il existene peut pas se
trouver sur d mais doit étre cherché ailleurs dansale pOr dans le plan muni
d'un R.O.N. chaque point M est repéré pacanple de deux nombres réalet
b : M(a,b). C’est en se basant sur ces considérationdauétona eu l'idée de

définir 'ensemble des nombres complexes, n@Gt¢ comme l'ensemble des

couples(a, b) de deux nombres réels :
C={(a,b) /a0R et WIR}

Pour lui un « nombre » complexe est donc un couple ae réels!

b) Régles de calcul dan€
Il a ensuite défini une_additionotée 0 et une_multiplicationnotée 00 en

posant :

O(a,b) (a,b)O0C ( apd( a.b=( & atb )b’
(a,p0(a",bj=( aa" bb',ab’ a]

p.ex (3,-7)0(-11,54 =(- 8,4y
(4-50(-3,9= €12 10,8 155 « 2,2
On veérifie facilement que les opérations ainsi définies les _propriétés
suivantes :
. Addition
»  Commutativité ((a,b)0(a’,bj=( a, 9T ( ak
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>  Associativité :
(250 (a )0 a%=( a)u[( ao( a”i
> (a,0)0(0,9=( a,b, donc (0,0) estélément neutrgoour I'addition
> (a,b)O0(-ar-B=( 0,0, donc(-a,~b) est lopposéde (a,b) )
»  Conclusion :(C,0) est ungroupe commutatif
> Notation: C' =C/{(0,0)} ={(a,b)/dIR" ou BR}
. Multiplication
»  Commutativité ((a,b)0(a',bf=( a,§T( a)
> Associativité :
[(aO(anby]o( anty=( a)a[( a)o( av)g
> (a,b)0(1,9=(a,bh, donc (1,0) edtélément neutrgrour [

a -b
a+h &+1

> si(a,pOC (a,l)D( j: (1,0,

b j est linversede (a,b)

> ((C*,D) est un groupe commutatif

. Distributivité de la multiplication pour 'addition :

(apof(asbyo(any]=( aj( a}i( 4b( a)
. Conclusion:
L’ensemble C muni de l'addition] et de la multiplication] est un

corps commutatif, exactement comnf&, +,1J.

c) RelationsentreR et C

Géométriquement, on peut identifi@ au sous-ensemblé ={(a,0) /adR}

de C. Mais alors on aura suR deux additions et deux multiplications : les
opérations usuelles (opérations « réelles ») éscaiduites parlC (opérations
« complexes ») ! Or en analysant le comportemesnbgérations « complexes »

sur A on voit que :
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e (0,00Aet(1,000A

(& a'po .

=(aa’ 00@H Ok ad(d

9=
9

. . a -0 __1
siaz 0 l'inverse dé a’)O:(a2+02 i (?j_(a JG)]

En d'autres termes les opérations « complexes »rétlles » se comportent
exactement de la méme maniere sur A'!

Conclusion :

On peut considérer quB O C et qued et O sont desextensionsa C de

Iaddition et de la multiplication usuelles daks Ainsi on peuidentifier (a,0)

au nombre réel a(a,0) O a, (1,0) 01,(0,0) 00, etc.

Le nombre i existe !

Calculons (0,9°=(0,J0( 0,)=( @6 D104 A)&(- J@- . Donc en

notanti 0(0,1) on a bien, ce qui résout définitivement le probleme de
I'existence d’'un tel nombre !

Le nombre complexe (0,1) a donc exactement la mt@primaginée par
Bombelli pour le nombre i ! De plus :

e [ObOR (b,00(03=(0 0,0 P= (0,k donc(0,b) ObO i

e O(aboC (af=(apo( 0,pd B

Notations définitives

Les opérationg] et [0 dansC ayant les mémes propriétés que l'addition et de
la multiplication dansR qu’on peut par ailleurs considérer comme une @arti
de C, on peut sans risquer aucune ambiguité prendmaédeses notationgour

'addition et la multiplication dan® et dansC.
Ainsi par exemple au lieu de] b i on écrira simplementa+bi.

Avec ces nouvelles notations peut donc écrire :

-6 -
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* (ab=atb

« C={a+bi/a,b0R} etC =C\{0}

« (a+bi)+(a* b')= (a a’y (& b

e opposéd¢ & BE—-( & bF- =

 (a+bi)(a* b')=aat ab+ a'bi bb'F aa’' bb' (ab’ a'

e atbizatb'i- (a= a'etl B en particulier: a+bi=0= a= b= (

5+3_5, 3,
2

Remarque L2 signifie%[ﬂ et
Définitions
Pour tout nombre complexe= a+ bi :

> le réel a est appefeartie réelle de z et on nota=[(z)

> le réel b est appeféartie imaginaire de z et on noté = 0(z)

» si a=0(z)=0, cad siz=bi, on dit que z est umaginaire pur.
L’ensemble des imaginaires purs est ride

Remarque

Bien que ces nombres n’aient aujourd’hui plus ketiimaginaire», le mot est

resté, sans doute par esprit de tradition. On gbsker méme phénomene a

propos des nombresirationnels» (p.ex.+/2,3/7,m, ...) qui n‘ont plus rien
d’irrationnel depuis qu’on a trouvé, également &6 siécle, une construction

tout a fait rationnelle de ces nombres, mais alaestautre histoire !

Exercices 1, 2, 3

Conjugué d’'un complexe
Définition
Pour tout nombre complexe= a+ bi, on appelleonjuguéde z le nombre :

z=a-— hi
Propriétés du conjugqué :

» [0z,z0C z+z=z 2z 7 z= = z'et2 2' [ ;

-7 -
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» [Oz=a+biOC zz=4+ B
» [0zOC z=z- zZOR

» [0zOC z=-z- ZOR

Exercices 4, 5

Division dans C

Soit z=a+ bidC etz'=a% b'idC, alors :
. 1_z _abi_ a b
z z[z &+PF &+5 &+ B
on retrouve ici la formule de l'inverse det bi vue en b !
z'_zlz_(a+b')(a-b) _aat bb. ab’ a't

z z[x a+ g+06 &+ B

Remarques

Ce n’est pas la peine d’apprendre ces formulescpeur, il suffit de retenir

gu’on multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur,
ce qui donne un dénominateur réel d'aprés la pitiriz= & + I !

Propriétés

> [zOoC (—j:

» [zOCOz'OC (
z

;l/
I
NN

Exercices 6, 7, 8

Interprétation géométrique
Dans le plan muni d’'un R.O.N. , app@l&n de Gauss on peut représenter un
nombre complexez = a+ bi par le pointM(a,b). On dit que M est Ipoint

image d’affixe z et on notéM(z).

On voit facilement que :

| si zOR alors M(z) est sur I'axe des abscisses appetéréel

-8 -
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. si zOIR alors M(z) est sur 'axe des ordonnées appréimaginaire
. M(z) et M(z) sont symétriques par rapport & l'axe réel.
. M(z) et M(-z) sont symétriques par rapport a 'origine du repeére.

Exercices 9, 10, 11, 12

i) Module d’un complexe
. Définition
Soit z=a+ biOC et M(z) le point d’affixe z dans le plan de Gauss. On

appellemodule de z et on notelz, la distance de M a lorigine O du

repere :

|z|=W=\/a2+ B =+ 21z

* Exemples
i[=vo+1=1
|3- 4 =9+ 16= ¢
L+i|=v1+1=42

i Remarques :

> [OaOR |d=vd+ (3:\/_51:| R (valeur absolt

Sur R il n'y a donc aucune différence entre module et valeur

absolue ce qui explique la similitude des notations !

> [ObOR |bi|:\/02+b2:\/F:|¢(valeurabsolu<

p.ex.|5i=5; |-7i|=7

° Propriétés du module :

Ces propriétés sont exactement analogues (sauf la derniére) aux

propriétés de la valeur absoluansR

-9-
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0zOC |40R,
0zOC |4=0= z=0
Oz,z’0C |zlz|=| 207

Z_

Zl

_l

> [zOcODzOcC |z|

> 0z,z0C |z+ z[<| 24| 7

> 0zOC [4=|

Exercice 13

j) Relation d’ordre sur C ?

Sur I'ensemble des nombres rédds relation « <..» est une relation
d’ordre total: Oa,b0R a< b ou Kk .

Elle permet de comparer deux réels quelconques et de puses!
« compatible » avec laddition et la multiplication dam® (p.ex.
a<be a+t < bt (, sic>0 on a:a<sbe- ac< b etc). Cette relation
permet aussi de distinguer les réels positifs (ceux quipdos grands que
0) des réels négatifs (ceux qui sont plus petits que 0).

Une telle relation d’ordren’existe passur C ! On ne peut donc pas
comparer deux nombres complexes (p.ex. écrite k€ 3—i » N'A PAS
DE SENS !I), ni parler de nombres complexes «tffest ou « négatifs »
puisqu’'on ne peut pas les comparer a 0! En pédigicil n'y a pas
d’'inéquationgdansC !

Racines carrées complexes

Définition

Soient z,U]C, on dit que u est unacine carrée complexgon notera rcc)

dezssi z=u*

-10 -
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Exemples
(3i)* =9 =-9 et (-3i)” =9i* =-9 donc3i et -3i sont deux rcc de9.
(2-i)°=4-4i-1=3- 4i et (i-2)"=---=3-4i, donc 2-i et i-2 sont

deux rcc de3— 4i

52 =(-5)" = 25, donc 5 et-5 sont deux rcc de 25

Attention : 25 n'a qu’une seuleacine carrée réeltey/25=5 !

Calcul des rcc de = a+ bi

Supposons que = x+Yyi est une rcc de = a+ bi, alors:

x*-y’=a (1
2xy=b (2

(x+yi)’ =a+bi = x?+2xyi-y?=a+bi {
et =12 - i =|4 - %+ ¥=VFTE @
d'ou :

(3)+(): 2@=Va&+p+

Q

- X=¢€ avece =t :
(3)—(1) 2y =&+ - a
y2 = a+b-a
2
B a+b-a e
o y=efj———— avece =

Or d’aprés (2) xy et b ont le méme signe, donalit distinguer 2 cas :

1* cas: b=0

-11 -
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Alors x et y ont méme signe puisqug = 0, donc u est égal a 'un des deux

\/a2+b2+a+\/\/a€+ aDletu

2

nombres suivantsu, :\/

2°cas: b<0

Alors x et y ont des signes opposés puisgue 0, donc u est égal a 'un des

Vo' + F + a—\/J‘ﬂ’fT %ietu,

2

deux nombres suivantsu; :\/

Réciproquemenbn vérifie facilement (exercice !) que les nombuest 4
trouvés dans les deux cas sont bien des rc=da+ bi.

Comme par ailleurs/a’ +b° =|4, a=0(z) et b=0(z) on peut formuler le
résultat obtenu de la maniére suivante :

Théoréme

Tout nombre complexe z_a exactement deux racifiescarréescomplexes)

opposéeslonnées par les formules suivantes :

_ /|z|+D(z)+£q/|2|—D(Z)[ﬂ aVGC€:{+1 SiD(Z)20
2 2 -1 sill(z)<Q
u,=-u

Exemples
> 3-4i|=+/9+16= &, O(3-4i)=3 et 0(3-4i)<0donc les rcc de

3—-4i sont :u, —,f5+ ‘/ [i] 2-ietu,=-2+i

> |1+i|:\/1+1:\/_2, D(1+i):1 et O(1+i)>0donc les rcc del+i

=,

sontu, = ,=-U,

-12 -
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> |-3i =+/0+9=3, O(-3i)=0 et 0(-3i) <0donc les rcc de-3i sont
ul:,/ﬂ)—,/ﬂ)[ﬂ:\ﬁ?’—\ﬁ?’[ﬂ etu,=-u,
2 2 2 2
Attention :

> Il ne faut pas confondre racine carrée réefleacine carrée compleke
p.ex 4 a une racine carrée réelle/4 = 2, mais deux rcc 2et- 2,

alors que—4 n’a aucune racine réelle, mais deux r@&et— 2i !

> Le symbole\/_ n'est _jamaisutilisé pour noter une rdcEn effet quel

sens donner p.ex<i-4 ? 2i ou — 2i ?

Exercice 14

4) Equations du second degré

a)

Résolution générale d’'une équation du second degré

Soit aZ + bz+ = ( une équation du second degréaefficients complexes
(a,b,ddC et a# 0) et cherchons toutes le®lutions complexede cette

éguation.

aZ+bz+ =0 |+ a& | - 2+27:820

a a
2
- zz+2GEEZ+(£j —i+—C=O
2a 2a) 44 a

b\ b?-4ac
= +— - :0 *
(Z 2aj 48 )

PosonsA =b? — 4ac et soitd une rcc deh, alors :

. bY_ b _
() - (Hzaj 23 0

-13 -
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b & _ o)
e 2+——-—=0 ou z#+#—+—=C(
2a 2a a 2a
__ b 9 _ )
e Z=——+— O0ouU Z2=——-——
2a 2a a 2
_—b-90 _—b+d
- 7= ou z=
2a 2a
Théoréme

Toute équation du second dega& + bz+ = C (oU a,b,&1C et az 0) a

deux racines complexe®nnées par :

-b-9% -b+d
zZ, = et =

' 2a %2 o

ol & estl’'une des rcadu discriminantA = b* — 4ac
Remarques

» Si A=5=0, alors les deux racines sont confondues et onguakt

'z : : __ _-b
I'equation a uneacine double z, =z, = —.
a

» On a les mémes formules bien connues que @arsauf qu'on n'écrit
plus JA et gu’on n'a plus besoin de distinguer suivardiggme deA !

» En général on utilise plutét leettre z pour désigner une inconnue
complexe, mais rien n’interdit d’'utiliser x, y ooute autre lettre !

> De la démonstration du théoréme il découle immédiant laformule

de factorisation suivante :

aZ+bz+c=d z 2( z 2

- 14 -
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En dautres termes un polyndme du second degré a ceaffici

complexes est toujours factorisaldeus forme de produit de deux
polynébmes du premier degré. C’'est un cas particuliethdareme de
D’Alembert (1717-1783) (théoréme fondamental de l'algébre!) qui
affirme que tout polynbme de degré n (n entier positif aqprejue !) a
coefficients complexes est factorisable sous formepeluit de n
polynémes du premier degré.

Exercices 15, 16

b) Exemples d’équations se ramenant a des équations du secatedjré

Exemplel : par factorisation

10Z - 47 - 15iz+ 6F ( (équation du Bdegré)
- 27°(5z- - 3( 52 2= (
- (52-2)(22-3)=¢
«5z-2=0 ou 2Z- 3F ( etc.

on trouveS= Z;£+£3Ei;—£)’—£3[i]
5 2 2 2 2

Exemple2 : par changement d’'inconnue

z'+(2i-2) 7+ 3- 6i= 0 (équation« bicarrée »
En posantt=2z> on obtient I'équation du second degré d’inconnue t
t?+(2i-2) t+3-6i= 0 qui a pour solutions'=2+i ett"=-3i.

Dol : zZ2=2+i ou z* =-3i, et en cherchant les rcc de ces deux complexes

ontrouve :
N R R R SR R

-15 -
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Exemple3 : par réduction au méme dénominateur

6 10 . -
z_+1_3Tz:4l_1‘[GZ+])(3_ 9% ( C.Ez#z-1 et z# =

= 6(3-7-10(z+ }=(4r J(3 (= )

- (4i-1)Z* -(14+ 8) z+ 1+ 12F ( etc. S:{l— zm;i—g)m}
17 17

Remarque

A titre d’exercice vous pourrez faire les calcuisaillés de ces exemples !

Exercice 17

5) Forme trigonométrigue d’'un nombre complexe

a) Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires
e Soit M un point du plan muni d’un R.O.f(lo,a,ﬁi, alors :

0 les réels uniques a et b tels q@M =aOl+bO. sont appelés

coordonnées cartésiennege M. On noteM (a, b).
0 le point M peut également étre repéré par la domeda distance
r=0OM et une mesur@ de I’anglex/OT/I . ce sont legoordonnées

polaires de M. On noteM (r, ¢).

QD |[-F-———— = ——————

- 16 -
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0 Attention: Pour un point donné M les coordonnées a, b et r sont
déterminées de facon unique alors gpen’est déterminé qu'a un
multiple entier de2m prés !

Relations entre coordonnées cartésiennes et polaires

Si M appartient au premier quadrant (voir figure!) le glanA(OAM)

ou A (a,0)est rectangle en A, dongcosp =2 et sinp =b
r r

Nous admettrons que cette formule reste valable pour les autres

guadrants.

Forme trigonométrique et forme algébrique

Soient z=a+ bi, M le point d’affixe z et(r,q)) les coordonnées polaires
de M. Alors :

» 1=z (module de z)

> ¢ est appel@rgument de z et on note :|arg(z)=¢

» |z=a+bi=rcosh+ rsipE  cop+ isih)

>  Notations:
le nombre cosp + ising sera notécisp ou &, ou cis est une

abréviation pour «ost isin » ete® est 'exponentielle complexe

Exemples

cisO= &’ = cos@ isine 1 06

Cist=e2 = coso+ isiii= 6 DE
2 2 2

cisrt= 6" = cogt+ isim=- * NG -

-17 -
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- n_\2, o2

T
cis—= e4 = cos—+ ISIH———+
4 4 4 2

e Définitions:
» z=rcish=re&’ est appeléeforme trigonométrique de z

» z=a+ bi estappeléeforme algébriquede z

e Exemples

z= 6CIS— 6{—+— J— 3+ 3/ 3]

c) Propriétés

© |O0OR [cisp|=|€’|=1

en effet|cisp| =/cod ¢ + sif =/ E

. cisp=cigh '« ¢ '=¢+ 2kt ( KIZ)

en effetcisp = cish '= (co® = cop 'etsiph= sin ,
orcosh=cogp = (p=0+ 2k ohp=-¢ + 2k
etsing =sing '~ (¢ =¢ + 2kt oup =Ti-¢ + 2k,

donccosh = cop 'etsip= sip & ¢p=¢ +' 2t

cis(¢ + 2m) = cish (1)
. Op0OR cis(p+m)=-cigh (2
cis(-¢) = cig 3

-18 -
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la vérification de ces formules découle immédiatendad formules

analogues pour sinus et cosinus !

O¢,¢'0OR cis@+¢ )=cishlci$ ' et cisf{—¢ Ey%
Remarque

. ) o it ilo-e) €
en notation exponentielle €®**) = & ¥ et &) =— on retrouve
e

les mémes formules que pour la fonction expondatiéklle (voir cours

d’analyse), ce qui justifie cette notation !

cisp [tish '=( cogp+ isimp)( cop + isip)
=cosp cos + ico sih+ isip cgs—' Pn gin
=cosp cog ~ sip sip + (i sip cds+' chs gin

=cos(¢p+¢ )+ isin(op+¢ )

=cis(¢+¢ )
cisp _ cosh + isinp
cisp' cosph + isinp

_ (COS¢+ isinq))( co® = isi ).
(COS¢ *+ isind )( co® - isip ).

_cosp co® + icod sih+ isi cds— i sn hn
- cosd =~ Fsirfd '

_cosp cosp + sip sih + (i sih cas—' cps gin)
B cosd ¥ sirfe

_ cos(¢—¢ )+ isino—¢ )
1
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=cis(¢-¢)

Oz,z’0C arg Z1z)= arg(z) arg(z) et {rgzz—j: argfz) ar%(

En effet soientz=rcigh et z'=r'cigh ' deux complexes sous leur forme
trigonométrique, alorsz(Z'=rcispr'cig = rricis+¢ ' daprés la

propriété précédente dormeg(zz)=¢ +¢ = arg(zy arg(z.

De méme :
2o Teise-9), doncarg[i,j=¢—¢ = arg(zy arg(z.
z' r'cisp' r' z

Formule de MOIVRE (1667-1754)

On0Z O¢OR (cosp+ isinp)’ = cos(d ¥ isin@

Démonstration :

Montrons d’abord par récurrengee la formule est vraie poar]N :
* n=0: (cosp+ isinp)’ = Jet cosO+ iCsin0= ¥ 00= , donc
(cosp + isinp)’ = cos@ isin|
* Supposons que la formule est vraie paltN , alors :
(cisd)™ =(cisp)" cish
=cis(np)Tish (hypothese de récurrence)

=cis(np+9) (voir page 18)

!=cis(n+1)¢

La formule est donc vraie powfIN, d'ou :

-20 -
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. 1 _ 1 _  cismp _cis(-m)_ciq-m)_
(cisd) _(Cisq))”_cisrﬂ)_cisrﬂ)[bisrd)_|cisr¢|2_ 1 = cis(-)

la formule est donc vraie pour tontJZ , cqfd.

Remarque

Cette formule peut s'écrire auss(cisp)’ = cis( ) ou ( @)n =@

Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique

Soit z=a+ bi un complexe sous forme algébrique ; pour metgeus forme

trigonométrique, il faut calculer son module r @b argumentp .

e Oncommence par calculer=|z| =/a + if

o Ensuite pour calculed il faut résoudre le systeme d’inconnge:
cosp =

sing =

slo=|o

Or ce systeme admet toujours une solution (unique &ultiple de2mn
prés !) puisque chaque complexe a un argument !

Exemples :
o z=1+i (a=b=1), alorsr =+/1+1=+/2 et

cosf =i=%= cosA—f
2 donc ¢ = (+2kn)
smq):izﬂzsinl[ :
J2 2 4

0 z:—ﬁ+§i, alorsr = Z+—9:\@:3 et
2 2 4 4
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&

cosp =—

Tt Tt
=- cosé = co%n——

6
I Tt
= sin— = sirn T-—
6 { 6j

5T[
dou z= 3C|s%n ou z-3é

j donc ¢ :%n(+2kn)
sing =

NI, N

Remarque
Le passage de la forme trigopnométrique a la forgebaique est évident !

Exercices 18, 19, 20, 21

6) Racines n-iemes complexes d’un nombre complexe

o Définition
Soit zOC et nDN(nz 2), on appelleracine n-ieme (complexg de z tout

nombre complexe u tel q.

° Recherche des racines n-iemes de z

Soit z=rcish etu=pcis, alors: u" =z - (pcixr)” = rcig

= pcis( ) = rcigp

p" =t
- not = ¢ + 2kit( kO Z)

p=r
godrekm_¢  2n
n n n

arg(z)+ 2kt ) N
L : toutes les racines n-iemes ont donc
n

Ainsi |u[=1/|Z et arg(u)=

le méme module et on obtient n arguments distincts

8.8, 208 o B (n-9 2

n’ n n n n n
en effet pourk:n:9+n——9 —9 , etc...,d'ou:
n n n n’
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Théoréme

Tout nombre complexe = rcish admet n racines n-iemes distinc{es> 2) :

aveck 0:1,2:3.. :m

+
Z, = Yr reis? n2l<n

Remarque
Comme pour les rcc on n'utilise JAMAIS la notatiéh pour une racine n-

ieme complexe !

Exemple

Les racines 4-iémes de= 16Et:isg sont :

Tt
—+2km
z, :\/ﬂSEtisg’T (avec k= 0;1;2;3, cad

zO=2[Cisl—n2, 21:2[CisZ—]2T, zZ:ZECis%T, ZS:ZECis%

Interprétation géométrigue

Toutes les racines n-iemes de rcigh ont le méme modulé/r donc les n

points M, (z,) d'affixes z (k =0;1;--;n- 1) sont tous situés sur le cercle de

centre O et de rayob(?. On voit facilement que

arg( z) = ard ;_1)+2?n ( pourk L ;R )

doncM,OM, =M OM ,=M DM ,=---=M _OM l:%”,

Par consequeri,M M ,---M _, est unpolygone réguliera n cotes.

Exercices 22, 23, 24, 25
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7) Polynémes a coefficients complexes

Soit P(z)=¢ Z+ ¢ ,2 '+ .-+ ¢z gaveczC etqD(C(c,; D(C*) un polynéme

de degré n a coefficients complexes et a variadmeptexe z. Comme les régles de
calcul sont les mémes dafis et dang", ces polynébmes sont traités exactement de
la méme facon que les polyndbmes a coefficientssréela variable réelle. En
particulier le schéma pour la division des polynémeste valable ainsi que le

schéma de Horner pour une division gara ou &1C.

Rappelons également la propriété fondamentale algsgmes :
P(a) est le reste de la division de P(z) paa

et sa conséquence pratique :

P(z) estdivisible parz & P(a)

Ceci permet de factoriser P(z) quand on connaitran@me de P(z) et donc de
résoudre certaines équations d’'un degré supérigur a
Exercices 26, 27, 28, 29

EXERCICES

Exercice 1

Calculez (donnez le résultat sous la forme a bicaveR):

1) (3-5i)+(-2+ 2)—(-2+3) = 7 (~f3-iv2) =
y 47322 8) (2+12j3 :
3 (3+5i)(4-3i)= 9) (2-3i)(-7+6i) (5 4) =
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4 (‘\/g‘lzj(—\/é+i—2j= 10) (-2+i3) =
0 (3 o (4G
6) (v5-3i)(2-iv5)= 12) (2-3i)°=

Exercice 2

Trouvez les réels x et y tels que :
1) (2x-1)+(1-y)i=5-3i
2) 3X+2yt+ti—-4xi=yi+2-i
3) 3xi—2y=3x+2- 4yi—- 2i
4) Xxi-y-x+3i=0
5) 2x-1+2yi=2y-(2-3Xi
Exercice 3
1) Calculezi®, i*,i°,...., i'°.
2) Déduisez-en une formule pour calcuiér ou nON .

2970 ;875

3) Appliquez cette formule pour calculer?, i*7, i¥° et i**®,

Exercice 4

1) Calculez5+7i, % 13i, 78, —4i.
2) Calculezz+z etz-z aveczOC
Exercice 5

Démontrez les propriétés suivantes :

1) 0zOC z=z- zOR
2) OzOC z=-z- ZOR
3) DOz=a+bilC zz= &+ B
4) [Oz,z'0C z+ 2'= 7+ z

5) Oz,z0C z[z'*= 4z
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Exercice 6

1) Calculezi™, i?,i%,....,i°.

2) Déduisez-en une formule pour calcuiér oundZ .

3) Appliquez cette formule pour calculer”, i7", ™% eti™"*,
Exercice 7
Calculez :
\2
1) 6 L ¥5
=3i J5+i [ B+i
-\ 2 .
2) — ) [ﬂj i
3-i2 7+i)  3+i
- 2 _
g 34 g) L 22"3 secz=3-2
=2i z°+2z+ 3
2) 7+|. 9) 3—2! _7+§|
4-5i 4+31 1-3
5 %5 _ 100 =33
J3-iv2 5—i 243
Exercice 8

Résolvez les équations suivantes d@ns
1) 4z+25z= 2~ 3
2) z-3=4z+8i
5 _

4) 3Z-5z=2-i

5)  (3—2i)z— 1t 3i:%
—1

6) (5-7i)z-2- 3i= 2+ 4z
|
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Exercice 9

Construisez dans le plan de Gauss les points suivants :

Afi) B(-5i) C(6) D(-4)
E(3- 5i) F(~(3- 50)) G(3-5i) H(-(3-50))
I(1+i) J(1-1)

Exercice 10

On donnav =(z+ 2i)(_z+ 4) avecz » \ilC.
1) Représentez les ensembles suivants dans le plaaus:
A ={zOC/wOR} et B={zOC/wOiR}
2) Déterminez le nombre k pour que I’équatit()m 2i)(_z+ 4) = k admette

2-3i comme solution, puis calculez l'autre solutionceéte équation.

Exercice 11

2

Soit t =2
1-z

avec z= x yiIC.

1) Calculez t en fonction de x et de y.

2) Construisez le lieu géométrique des points imagesgdur lesquels OR
Exercice 12
1) Déterminez puis représentez dans le plan de Gasgnkembles suivants :
A={z0C/ iz +1+2i)(z- 3) O R}
B={z0C/(iz+1+2i)(z- 3) 0 &}

2) DéterminezA nB

Exercice 13

Démontrez les propriétés suivantes :

1) 0zOC |40R,

2) [0zOC |4=0- z=0
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3) D0z,z0C |z[=|#]7

_lz]

12

Zl

Y4

-1 ot déduisez-en quélz’0C 0zOC

4) 0zOC
Z| |4

5) Oz,z0C |z+ z[<| 2+| 7. Sous quelle condition a-t-on 'égalité ?
6) 0zOC |4=|
Exercice 14

Calculez les rcc des nombres suivants :

1) z=8+6i

2) z=-45-28i

3) z=1+2i

4) z=-9

5 z=4i

6) z=+2+i/3

7) z=3-5i
Exercice 15

Résolvez les équation suivantes dé@hs
1) 37-4z+2=C
2) Z°-5iz-6=0
3) (i+1)x*+4=4x

) u*+(V2-2)iu+ al2=
5) %zz+(2+i)z+8i—1:0

z’—(5+ i)z+1—58+£4: 0

) 5i

1-2i

Exercice 16

Factorisez les polynémes suivants :
1) P(2)=7+4
2) P(X)=2X+ix+3
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3) P@)=32+(8 9z 2-¢
4) P@)=(1-3)Z—(4+ 18 z+ i 1
Exercice 17

Résolvez les équation suivantes déahs
1) - ==

2) x*+12x*+27=0

3) Z'+62+ 25= (

4)  z*+(5+ 2i)Z—50i= C
5)  3u‘-4U+ 4u- 3= (

Exercice 18

Ecrivez les complexes suivants sous forme trigotogue :

1) z=-7

2) z :%

3) 1+i/3

4) z=-3-i/3

5) z=+/3-3i

6) z=-16+16i

7) z=5-7i

8) z= 3i—(J§— i)
Exercice 19

Ecrivez les complexes suivants sous forme algéériqu
1) z=2cisl20

llT[i

2) z=5e6
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3) z=cis45 [cis30 (en déduirecos 78 etsin75)

)’ )’ 171 171
4) z=| 2cis— | | 3cis-| (en déduirecos— etsin—)
3 4 12 12

5 z=(3-3)"

j60°
6) z:F (en déduirecos15 etsinl5)

(2-2i)°
(2]

8 z= E—@i}s(z— 2i)°

(1-1V3)' (-V3-3)
(—«/5 + ix/z)s

7 z=

9) z=
Exercice 20

\5
Soit z:&

T
b-)
1) Calculez z sous forme algébrique et trigopnométrique
g 11 T
2) Déduisez-en les valeurs des— et sin—
12 12

Exercice 21

Soit z=r[eigh . Quel est le module et 'argument de?

Exercice 22

Les racines cubigues complexes de 1

1) Calculez les trois racines cubiques de 1 sous fommg®nométrique et

algébrique. On notgla racine cubique d’argumelczé—T.

2) Représentez ces racines dans le plan de Gauss.

3) Montrez quej? :] est une des trois racines.
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4) Résolvez 'équatiorz” + z+ 1= 0 dansC . Que constatez-vous ?

Exercice 23

Calculez les racines suivantes et faites a chamjgeufie figure dans le plan de Gauss :
1) lesracines cubiques de i
2) les racines quatriemes d€.6

3) lesracines cinquiemes de/3+i

4) les racines sixiémes de/2 —iv/2

5) les racines cubiques de

(2-2i)’
-i) (-2i)*
Exercice 24

Somme des n racines n-iemes de z

1) Calculez les n racines n-iemes de 1.

_x"-1

2)  Montrez quex OC\{Z} OnON \{0;3 1+ x+ X +.--+ X! .

3) Déduisez-en que la somme des n racines n-iemevaigt D.

4) Deéduisez-en que la somme des n racines n-iemesitledmplexe z vaut O.

Exercice 25

Résolvez les équations suivantes d@ns
1) z2°+1+i=0
2) x*+81=0
3) y*-2+i=0
4)  t*+t*+1=0
5) z*+8/2=8i2

6) z°-7+1=0
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Exercice 26

Effectuez les divisions suivantes (utilisez le schéeémaéral et vérifiez par le schéma de

Horner si possible) :

) (#-az +(1—)z+5) (2- 2

2) (3% +(6i-9) X’ - 5ix+ 10+ 15)+( x- 3+ 2)

3) ((5-i)z +4|z+9—|) (7-9

4) (22-2iz+5-1)+(z+])

5) (£+(3-3)2+(3-7)z+ 14 8+( 2 3 )
Exercice 27

Pour quelles valeurs du paramétre m le polynd@®)= 7 - 2iZ +( i- m) z+ 2m est-il

divisible parz-2i ?

Exercice 28

Résolvez les équations suivantes :

1) 2Z2-(21+i)Z + (68 2i)z 64 8F (sachant quelle a une racine réelle.

2) Z2+(7+10i))Z + (120 81)z 110+ 40% sachant quelle a une racine
réelle.

3) Z*+(8i-9)Z - (5+ 42i)z+ 45 30F ( sachant quelle a une racine
imaginaire pure.

4) 27+ (5-11)7- (16+ 18i))z 16 4+ sachant quelle a une racine
imaginaire pure.

5) Z*+4(1-i)Z - 2(2+ 7i)z 16 8= (sachant qu'elle a une racine réelle.

6) Z°+2Z7+ 7iz— 5 i= 0 sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure.

Exercice 29

Factorisez le polyndomd(z)= 7 + 472+ 8%+ 4z ~sachant qu’il admet deux racines

imaginaires pures.

-32-



