Simplification d’expressions
contenant des valeurs absolues
& applications

Rappelons la définition de la valeur absolue :

r siz>0

M R =
(xe ) a —zsiz <0

En d’autres termes, la valeur absolue dun réel positif © est ce réel z, la
valeur absolue d'un réel négatif x est I'opposé de ce réel z. Par exemple :
I3]=3, car 3>0 et |-3|=—-(-3)=3, car —3<0. Une conséquence

immédiate de la définition est la propriété essentielle de la valeur absolue :

(VzeR) 21 >0

Lorsque vous rencontrez des expressions algébriques contenant des valeurs
absolues, il est trés souvent nécessaire d’éliminer les valeurs absolues.

Pour cela, on discute toujours en utilisant la définition.

a) Nous commengons par étudier des expressions contenant une seule valeur
absolue. Par exemple :
20 —4 si2r —4>0c.-a.d.si x> 2
2e=4=1 0r i 4 G20 4<0coad siz<?

Il est pratique de faire la simplification dans un tableau :

T — 00 2 +00
2z — 4 — 0 +
|2z — 4 —2z 44 0 2z — 4
On écrit I'opposé de 'expression On écrit ’expression entre | | la

entre | | la ou elle est —. ol elle est +.




La ligne dans le tableau qui contient le signe de 2z — 4 est en fait superflue

car on connalit la :

Regle du signe d’un binéme az +b du 1% degré (a =0) :

Le signe de a se trouve toujours a droite du zéro.

Dans la suite, on fera donc directement le tableau de simplification suivant :

X —0 2 +00

|2z — 4] —2z+4 0 2z — 4

De méme, par exemple pour simplifier |3 — z|, on obtient :

T —00 3 +00

|3 — z 3—z 0 z—3

Rappelons également la :

Regle du signe d’un trinéme az” + bz + ¢ du 2° degré (a = 0) :

Le signe de a est partout, sauf entre les racines.

Donc, par exemple, pour simplifier ‘xQ —6:1;—7‘, on détermine d’abord les
racines du trinobme, qui sont —1 et 7, puis on obtient le tableau de

simplification suivant :

T — 0 -1 7 +00
¥ —6x—17 -6z —T 0 —2P4+6x4+7 0 =6z —T
Autre exemple :

T —00 -2 2 +00
‘4 — 9352‘ 9z° — 4 0 4 —9z° 0 9x® — 4

Ezxercice 1. Ecrire sans valeur absolue a ’aide d’un tableau les expressions
suivantes : a) [4—4 b) ‘31:2 —4x + 8‘ c) ‘—23:2 — 1‘ d) |-5z+4
e) ‘—2302 + 3z + 35‘ f) ‘(:c + 5)2‘ g) ‘—xQ —2r — 1‘ :

b) Lorsque une expression contient plusieurs valeurs absolues, il faut compter

une ligne par valeur absolue dans le tableau. Par exemple, soit la fonction :

f@ =520 —4—|3—1,




définie sur R. En combinant les deux premiers tableaux ci-dessus, on obtient

le tableau de simplification suivant :

T —00 2 3 +00
2z — 4 —2z+4 0 2 — 4 2¢ —4
13 — z 3—x 3—x 0 r—3
5-(—2z 4 4) 5-(2z —4) 5-(2z —4)
f@ —(3—1) -1 -B-2) |10 —(z=3)
= -9z +17 =11z — 23 =9z —17
Remarques :

a) Les valeurs 2 et 3 de la 1" ligne du tableau sont parfois appelées valeurs
critiques de f(x). En effet, pour ces valeurs-la, I'une ou l'autre valeur
absolue change d’expression et donc aussi f ().

b) On remarque que f(2)=-9-2+17=-1 ou f(2)=11-2—-23=—-1. De
méme : f(3)=11-3—-23=10 ou f(3)=9-3—17=10. On peut donc
prendre soit I'expression & gauche soit I'expression & droite dans le tableau !
(Ceci provient de raisons de continuité, que vous ne comprenez pas encore

pour le moment. Patience ...)

FExzercice 2. Ecrire sans valeur absolue a 1’aide d’un tableau les fonctions
suivantes : a) g@) =z —1+[3—-2z] b) h@ = ‘xQ — 1‘ -3 ‘xQ +2z—15
x| — 2

C) k(x) :m

(Attention au domaine ici !)

c) Applications. Les tableaux de simplification précédents servent dans
beaucoup de situations ou interviennent des valeurs absolues :

e résolution d’équations et d’inéquations,

e représentation graphique de fonctions,

e calcul de limites ...

Illustrons cela a I’aide de ’exemple précédent :
-9 +17 siz <2
fa =520 —4—3—2|=1112—-23 si2<z<3
9z — 17 siz>3
f est une fonction affine par morceaux: son graphe est constitué de

morceaux de droites c.-a-d. de segments et de demsi-droites :
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Graphiquement on observe que l'équation f(x) =5 a deux solutions. Ce
sont les abscisses des deux points bleus sur la figure. Résolvons
algébriquement cette équation :

lﬂ@:. Alors: f(r)=5& -9z +17T=5& -9z =—-12 1 =1.
Cette valeur étant bien < 2, on "accepte comme solution.

2cas:2<z <3| Alors: f(r)=5o1lz-23=5o1lz =28 =2,
Cette valeur étant bien comprise entre 2 et 3, on 'accepte comme solution.
§9@:. Alors: f(ry=5 92 —-1T=5& 9 =-220=—2.

Cette valeur doit étre écartée car elle est < 3. Finalement :

S = {54}
Pour les inéquations, on procéde de facon analogue.

Ezxercice 3. Résoudre algébriquement l'inéquation f(z) <5 ou f est la

fonction précédente. Réponse :

lg@:.Alors: fa<be -9r4+17T<5& <12 2>+.

S, =1[4.2]}
2cas:2<z <3| Alors: f(r) <5< 1lr—23<5 & 1lr <28 <&,
S, =[2,8]|

39@:.Alors:f(a:)§5<:>9x—17§5<:>9x§—22<:>3:§—2—92.

I est impossible d’avoir & la fois * >3 et + < —2. Donc : [S; = @



Ainsi : S=8US,US, =[3,38]

Pour terminer, appliquons la simplification de f(z) & un calcul de limaites :

. lirg;f(m): lir2r;(—9x—|—17):—18—|—17:—1,
. 111%1f($): 11@(11:0—23):11-2—23:—1,

e Donc: 1in21f(:c):—1.
De méme :
° ,llir?f(x)z/l‘irgg(llx—ZS):ll-S—Q?):lO,

. ,l.ir;gf(x)z/lirgq(9$—17):9-3—17:10,
o Donc:lirr;f(x)zl().

Ezxercice résolu 4.

(1) Quel est le domaine de la fonction

. z—1 9
2z +1]—3-|2 — 1

g:x

(2) Ecrire g(z) sans valeur absolue sur son domaine.

(3) Déterminer 11II11 gz, 111171 g(x) et interpréter graphiquement.

Réponse.
(1) CE.: 2z+1-3-2—2/=0
SRz +1=3-(2—2)

S2r+1=3-2—z)et2x+1=-3-(2—1)

S2r+1=6—3xet22+1= -6+ 3z

Sr=zletax=T
Donc : D, = R\ {1,7}.

(2) Simplifions d’abord le dénominateur de g (z) :

a-b =lal-Jo

lal=|b| < a=0boua=-b

x -0 -3 oo
22 + 1 —2z—1 0 2z +1 2z +1
2 — 1 2—2 2-a T2
Cor—1 2z +1 2z +1
22 +1| _3.2—2) L | =3-(2-u2) —-3-(x—2)
—3-]2 — 1] . =5(z—1) =—z+7

Donc :




z — —3 2 “+00
r—1 z—1 1 r—1
g 0 =—, 7
r—7 50—5 5 —x+7
siz=1. siz="7.
(3) limg(x)zlimx—_lzlimlz_,
z—1 T~>15($_1) m~>15
i ) = li z—1 _£_+
Iirggx—zlrg_x+7—0+— o x —00 0
hr&g(m):]jm z—1 ZEZ—OO, -+ 7 + 0

—T 7 0

lim g () = n'existe pas.

=7
Interprétation graphique : La courbe représentative de ¢ admet un

trou en (1,1) et une A.V. d’équation z =7.

Ezercice résolu 5
2
. x” —lzl
Soit f(2) = 75— .
T
) Quel est le domaine de la fonction f 7
2) Etudier la parité de f.
) Ecrire f(z) sans valeur absolue sur son domaine.
)

Déterminer 11II11 f @, lim1 f (@) et interpréter graphiquement.

Réponse.
(1) CE.:2°-1=0&z=1letz=—1.
Donc : D, = R\ {-1,1}.
(2) fest une fonction paire, car :
(—2? — |-zl 2* — |zl
|(—2)? —1] ‘xQ - 1‘

(‘v’xeDf) f(—x) = = f(x).

(3) Les valeurs critiques sont —1,0 et 1. Comme f est paire, il suffit de

I’étudier sur R, . D’ot le tableau de simplification :



x 0 400
|zl 0 T T
‘1132—1‘ 1—2a° 7’ —1
-z 2’
1—27 2’ —1
z(x—1) _ z(z —1)
J@ 0 | “i-oito (z—1)(z +1)
x __*T
:_ZL‘+1 x+1

X
4 lim f(x) = lim|—
( ) z—1" f r—1" [ T+ 1

lim f () = lim
z—1" =17 + 1

1in11 f (@) n'existe pas.

]__l
2 b

1
2

Y

C/ admet un « saut » en

P’abscisse 1.

Comme f est paire, on obtient les limites en -1 par symétrie du graphe :

. 1
.1:1~1>1;r117 f (x) o 5 ’

. 1
Jm fo==73,

lim f (x) n'existe pas.

z—1

=

Cf admet un « saut » en

I’abscisse -1.



Gérard
Note
Erratum : c'est la limite lorsque x tend vers -1
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