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A) VECTEURS DANS L’ESPACE

D’'une maniere générale les vecteurs sont défiregterment de la méme maniéere dans le
plan et dans I'espace et ont les mémes propri€gtse premiere partie du cours peut donc

étre considérée comme une révision de notionstdijges les années précédentes. Nous

noteronst 'ensemble des points de I'espace.

1) Exemple : force exercée par un aimant

Tout le monde sait qu’en plagant des billes enafervoisinage d’'un aimant (Magnet),

celles-ci sont soit attirées, soit repoussées phi-ci. En physique on parle d’'urierce

(d'attraction ou de répulsion), noté%:-, exercée par I'aimant sur ces billes et cellesti e
représentée par déschespartant de chacune de ces billes.

Voici 'exemple d’'un aimant (rectangle rouge) gttire les billes (points noirs) :

S
S S

S S

et 'exemple d’un aimant qui les repousse

Ml

i
g

S
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On constate que sur chacune de ces deux figuresttms flechesnt :

e laméme longueur: celle-ci caractérise en efféintensité de la force (ainsi les
fleches de la i figure sont moins longues que celles fafigure : c’est que la
force d’attraction de la"figure est moins importante que la force de répuals
de la Z figure)

e Jla méme direction (les fleches sont toutes paralléles)celle qui est

perpendiculaire & la surface de I'aimant tournés \&s billes et qui indique la

direction dans laquelle celles-ci vont se déplaosis I'impulsion de la forcé
e le méme sens: sur la I figure les fleches sont tournées vers 'aimantrpou

signifier que les billes sont attirées par I'aimahtvont donc se déplacer vers
celui-ci, alors que sur la°2igure les fleches sont orientées dans le senssgpp
pour signifier que les billes sont au contraireotegsées par I'aimant et vont
s’éloigner de lui.

La notion de «force » en_physiguecorrespond a la notion de vecteur » en

mathématigues

2) Définitions et notations

Définitions

Un vecteur est unensemble infini de flechegsii ont toutes :
* mémedirection
* mémesens
* mémelongueur appeléenorme du vecteur

Chacune de ces fleches artreprésentantdu vecteur.

Notations

0 un vecteur peut étre noté de deux maniéres :

—

- une lettre minuscule surmontée d’'une fleche, p:@&xv, W, a, b, ..
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- deux lettres majuscules, désignéatigine et I'extrémité d’un représentant
particulier du vecteur, surmontées d’une fléch@,xp_'ﬁ

o lanorme d'un vecteuti est notéd|

o I'ensemble de tous les vecteurs de I'espace esthoté

Remarques
e pour connaitre un vecteiisuffit de connaitre un seul représentalat vecteur !

e lanorme du vecteuAB n'est rien d’autre que la distance de Aa B

-2

* la norme d’'un vecteur est un nombre réel positif du vii € V |t R,

e En 5 vous avez vu qu’une translation qui transformen/Beest notéd . :on dit

que c’est la translation de vectedB !

Cas particuliers

e Le vecteurm est le seul vecteur de norme nulle. En effet :
HEH:O@AB:O@A:B

De plus ce vecteur n'a pas de direction (ou tolgeslirections, ce qui revient

au méme...) donc pas de sens non plus ! Ce vecteapgsiévecteur nul et il

est notéo :

6-AR-BB-CC-... et [§-c

*  Unvecteurt tel que||t]| =1 est appelgecteur unitaire.

* Soient A et B deux points distincts, alors les gact AB et BA ont méme

direction (car (AB)=(BA)), méme norme (caAB =BA ), mais des_sens

opposés on dit queBA est levecteur opposéde AB (ou que les vecteuraB
et BA sontdes vecteurs oppos§t on note :
BA ——AB

De maniére générale, deuvacteurs opposésdi et— U sont deux vecteurs qui

ont méme direction, méme norme et des sens opposés.
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Propriéte
Soit un vecteutd et un point A, alors il existe un seudint B tel quet = AB (c’est-
a-dire qu'il existe un représentant unicieeti qui admet A comme origine).

OAOE OBOE G=AB

ooy

=

3) Egqalité de deux vecteurs
D’aprés la définition d’'un vecteur, dewecteurs sontégauxsi et seulement s'ils ont

méme direction, méme sens et méme norme.

 Soient A, B, C et D quatre points non aligaésplan. Pour que les vectelAB et CD
soient égaux il faut donc qUé\B) || (CD) (méme direction !) et quaB =CD (méme

norme !), ce qui est vérifié ssi les quatre pofatsnent un parallélogramme. Deux cas

de figure peuvent alors se présenter :
1°" cas: (ABCD) = # 2° cas (ABDC) = #
-~ C D
D CD IJ’ CD ;l
B rfl I:_\ |J
e 5 B

Ainsi on a:AB =CD < (ABDC) =#.

-5-
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e Soient A, B, C et D quatre points aligreis plan. CommeAB =CD, les vecteursAB

et CD sont égaux sshB =CD et AB et CD ont méme sens :

AB CD
"""" = oo — =
A B M C O
ou
AB CD
L] L Dy = o o o
A cC M B O

Sur ces deux figures on @B =CD et M = milieu de[ AD| = milieu d¢ BG donc on

peut considérer (ABDC) comme une sorte de « pdwgliémme aplatb, ce qui nous

ameéne a poser la définition suivante :
e Définition

Soient A, B, C et D quatre poingsielconquesle I'espacé, alors :

(ABDC)=# sietseulementsi milieude AB- milieu {C]|

* Nous avons alors montré que :

VA,B,C,D AB=CD<« (ABDC)=#

e Remarque Sur une figure on voit facilement que :

(ABDC)=#¢ AB=CD

< BA =DC
< AC =BD
< CA=DB

4) Multiplication d’'un vecteur par un nombre réel

e Exemple des aimants :

En replagant un aimant par un aimant 2, 3, ... k(feis R, ) plus fort, la force exercée

sur les billes gardera la méme direction et le méems mais son intensité (c’est-a-dire

la longueur des fleches) sera « multipliée » p& 2,.. k. La nouvelle force sera alors
notée 2-F, 3-F, ... k-F, ce qui définit une multiplication d’une force (upd’un

vecteur) par un réel positif. Il semble alors netate définir—2-F, —3CF, ... , —k-F
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comme les forces (ou vecteuogposéesux forces2-F, ... k-F et0-F= k- 0= G, ce

qui nous ameéne a poser la définition suivante :
e Définition
SoitieVetkeR, alorsk-u est le vecteur défini par :
0 sii=0ouk=0 alors :0-T= k0= 0
0 sili=0 etk>o0alors:
- k-U a méme direction que
- k-U améme senguet
- ko] = kel =[]
0 sili=0etk<O0alors:
- k-U a méme direction que

- k-U alesens opposéeU

- ket = —k-Jg = (K-

e Remargue Dans toudes casona:

- [lk-d] = (K-

- k-U et U ont méme direction (en posant que le vecteur nia a

méme direction que n'importe quel vectaily

e Exemples
=
u
_—
2u
-
3u -
— - '
_ —u
-1u 2
i
-
-2u
e
-
- -3u
1=
- . —
2l.|

On voit que toutes ces fleches, c'est-a-dire tesgéprésentants de et dek-u, sont

paralleles. On exprime ceci en disant guet k-U sontcolinéaires

-7 -
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e Définition
On dit que deux vecteur$ et V sontcolinéairesssi il existe un nombre réel k tel que
i=k-Vvouv=ku

e Propriétés
0 0 est colinéaire a tout vectelircar 0= 0-T

0 si on convient queéd atoutes les directionsalors on peut dire deux vecteurs sont

colinéaires ssi ils ont méme direction

O En observant les deux figures suivantes :

figure 1
£ A . A
AC AB
A, B, C sont alignés eAB et AC sont colinéaire
figure 2
A
AB AC

]

A, B, C ne sont pas alignés &B et AC ne sont pas colinéair

on voit que :

VA, B,C A, B, Csontalignéss> AB et AC sont colinées

5) Addition et soustraction des vecteurs

e Exemple
Reprenons I'exemple des billes soumises a la fdtaraction F d’'un aimant (rouge

sur la figure) et rajoutons un deuxieme aimantulplgui attire les billes avec la force

F, dans une autre direction
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Alors I'expérience montre que tout se passenme sies billes étaient attirées par un
troisiéme aimant (invisible) dans une directiomteimédiaire » avec une forde

représentée par les fleches vertes :
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De plus cette forceEr, appeléeforce résultante en physique, est telle que ses

représentants forment la diagonale d’un parall@ognedont les cotés sont formés par

les forcesk, etF, :
SiFE = AB etF,=AC alorsF = AD avec (ABDC) = # (¥)

Regardons ce qui se passe si les deux fofcest F, ont méme direction et méme

Sens.

O = milieu [AD] = milieu [BC]

[ R
[ R

—(- [ R ——

A BocC
@ == T e )
[ TR R
@ s =5 = T

F,=AB F,=AC

ou encore méme direction et sens opposés

O = milieu [AD] = milieu [BC]
e . -
k ru uil =
|~ —— if— % o — - |
B O A C
al ron = =
ol N . =
ill— 5 f——

F,=AB F,=AC
On constate que (*) reste valable puisque (ABD€uagarallélogramme aplati ! Que

peut-on dire de la norme d&D ?

Que se passe-t-il ﬁ = —I_:; e

-10 -
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Définition

SoientU et V deux vecteurs, alors on appeallemme de ces deux vecteufs vecteur,

noté U+ Vv, dontun représentangst construit selon I'une des deux regles (égentak)
suivantes :

Régle du parallélogramme:

On choisit un point quelconque A, puis on constrifioint B tel queti = AB, le point
C tel queV:rC, puis_lepoint D tel que (ABC) = # (éventuellement aplati, si les

deux vecteurs sont colinéaires, voir figures padeAlors i+ v= AD :

=]

cl

Y

Régle simplifiée:

Sur la figure précédentaC = BD puisque (ABC) = #, donc il suffit de construire le
représentant dev d'origine B, c’est-a-dire_lepoint C tel quev= BC et on a

directementii+ v= AC, sans passer par le # :

Remarque
La regle du parallélogramme consiste a choisir depxésentants deéme origine

(ABetAC), alors qu'avec la régle simplifiée on choisit Heaprésentantsonsécutifs
(ABetBC).

Il est facile de voir sur ces figures que pour tausLJY ona:

> |[u+ v <|u|+[v (inégalité triangulaire)

> |[u+V]|=|[u|+|V = CkOR, v=kmMouu= KIv  (UetVontméme senk

-11 -
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e Larégle simplifiée montre que :

VA B,.C AB+BC=AC

Cette formule, trés importanpour le calcul vectoriel, est appeddation de Chasles

e Soustraction dansy

Nous savons qu’on peut définir la soustraction daxdnombres a et b a partir de

laddition en posant a— b= a+(— §, c’est-a-dire que pour retrancher un nombre b

d’'un nombre a, on ajoute son oppo®é@ fait de méme pour définir la soustraction dans

V:

VU, VeV U—v=u+(-V)
def

Construction de Ui—V :
On choisit un point quelconque A, puis on constriioint B tel queti = AB, le point
C tel quev = AC, puis_lepoint D tel que (ABC) = #. Comme-vV =—AC =CA, ona

Ui—V=AB+CA =CB d’aprés la relation de Chasles :

< |

Y

Propriétés du calcul vectoriel

Soient, vV et W trois vecteurs quelconques et a, b deux nombeds ré

* L’addition des vecteurs esbmmutative :

En effet soient A, B, C trois points tels qﬁ&ﬁ etv=BC et D le point tel que
V=AD etii=DC, alors d’aprés la relation de Chasles on a:

i+V=AB+BC=AC et V+il=AD+DC=AC

-12 -
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<1l

cl

Y

A

* L'addition des vecteurs eassociative: |(U+ V)+ W= U+ (V+ W)

En effet soient A, B, C, D quatre points tels dile AB, V=BC et W =CD, alors

(U+V)+W:(E+FC)+CTD:TC+@:E d'aprés la relation de Chasles et on

a de mémeﬂ+(v+W):ﬁ+(ﬁ+ﬁ):ﬁ+ﬁzﬁ.

(u+v)+w=u+(v+w)

w
v
— Y

e Comme l'addition des vecteurs est commutative sb@ative, on peut écrire une

B

somme de plusieurs vecteurs sans parenthesessdtatdre qu’on veut

U+V+W=V+U+W=W+TU+V=...

e 0 est lélément neutrede 'addition des vecteurs{ﬁ +0=0+ U= TJ

En effet soient A, B deux points tels qﬁ&ﬁ, alors commed=AA =BB on a:

—

U+0=AB+BB=AB=0 et O+U=AA+AB=AB=0 daprés la relation de

Chasles.

—

o |U+(-U)=(-v+u=(

En effet soient A, B deux points tels quiie:ﬁ?;, alors comme—ti=BA on a:
U+(~0U)= AB+BA=AA =0 et (—0)+U=BA+AB=BB=0 d'aprés la relation

de Chasles.

-13 -
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e LU=T et (—3U=—"u et 0w [(évident!)

* |(ab)- u= a( b7Y| et on écrit simplementabu

p.ex.a=2etb=3

u
——
3u -
6u=2(3u) -
* |(a+b-u=au b7y
p.ex.a=2etb=3
u
— — —s —

Su=2u+3u _

2u 3u N
° a”

Remarques
0 Ces propriétés montrent que les regles de caledeswecteurs « fonctionnent » de la

méme maniére que celles sur les nombres réelsgsé&ui ne peut PAS multiplier ou

diviser deux vecteurs entre elx

-14 -
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O Les deux derniéres propriétés montrent qu’il y a sorte de « distributivité pour le

calcul vectoriel : la différence avec \aaie distributivitéest qu’ici on multiplie des
objets denature différente des nombres et des vecteurs !

O L’ensembleV muni de l'addition des vecteurspgération interne!) est ungroupe
(raddition des vecteurs est associative, possad&@ément neutre, le vecteur nul et tout

vecteur a un symétrique, le vecteur opposéjnmutatif (I'addition est en plus

commutative).

O L’ensembleV muni de I'addition (interne) des vecteurs et dmlatiplication (externe)

des vecteurs par les réels est appsfiace vectoriel

7) Forme vectorielle du théoreme de Thales

Le théoreme de Thalés et sa réciproque, que vams\ais en 4 peut étre formulé dans le
langage vectoriel de la maniére suivante :
Théoréme de Thalés

Soit un triangle ABC,D0(AB), EO(AC) et (BC)||(DE). Alors il existe un réel k tel

que :
AD =k [AB et AE =k[AC et DE=k[BC
Réciproque du théoréme de Thalés

Soit un triangle ABCDO(AB), EJ(AC) etun réel k tel quéD =k [AB et AE =k[AC .

Alors (BC)||(DE).

8) Eaquation vectorielle d'une droite

e Soit un point P et une droite a, alors il existe exaet#¢ une seule droite @gui passe

par A et qui est parallele a a comme le montre la figure seivant

a
P

L

d
La droite d est donc entierement déterminée si on conngitinhde d et une droite qui
lui est parallele, c’est-a-dire qui indique digection ! Or pour indiquer une direction

on peut également utiliser un vecteda direction de la droite d est connue si on

connait n'importe quel vecte®B 0 ol AQd et BO d:

- 15 -
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AB

d

Un tel vecteur est appelécteur directeur de d.

Une droite admet une infinité de vecteurs diregtqui sont tous .......................

Soient deux droites a et b de vecteurs directguesv respectivement. Alors on a :

lall b= UetVsont colinéaire

Soit d une droite définie par un point P et un eectdirecteuri et M un point
guelconque du plan. Deux cas peuvent se présenter :
1*" cas:M Od

//M//
PM U et PM sont colinéaires

2° cas: M Od

U et PM ne sont pas colinéaires

OM MOd = PM et U sont colinéaire
- [KOR PM=k[

En d’autres termesi :{ M/PM = kW, kO R} et I'équation PM=k[TI est appelée

équation vectoriellede d.

Définition
On dit que deux vecteurs de I'espatet Vv sontorthogonaux, et on noteli [J v, si et
seulement si 'une des deux conditions suivanteségiée :

» =0 ou v=_C

> U#0ouv#z Cetalb ot aetb sont deux droites de vecteurs diresteur

U etV respectivement.

-16 -
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9) Equation vectorielle d’un plan

e Définition

Soient U etV deux vecteurs de I'espace, on appetienbinaison linéaire de U etV
tout vecteur de la formp[ili+ gV avec p,dR.
e Théoréme

Soient A, B, C trois points non alignés&et M un point quelconque dg alors :

M O(ABC) = AM est une combinaison linéaire deB&t AC

démonstration

Supposons d'abord qud O(ABC), plusieurs cas peuvent se présenter :
0o siM=A alorsAM =AA =0 =0 [AB +0 [AC
0o siM=B alorsAM =AB =1[AB +0 [AC
0 siM=C alorsAM =AC =0[AB +1[AC
o siMzAetM#BetM#C, alors il existeD(AB) tel que(DM)]|(AC) et
EO(AC) tel que(EM)| (AB). Alors (ADME) =# doncAM =AD +AE .
Or DU(AB) donc CpOR tel que AD= pIAB et EJ(AC) donc (OR tel
que AE = q[AC et par conséquertM =p [AB +q [AC .
Dans tous les caBM est une combinaison linéaire &8 et deAC.

Réciproquement supposons qiiel =p [AB +q [AC ou p et g sont deux réels.
o sip=0 alorsAM =q[AC et A, M, C sont alignés dori 0(ABC)

o sigq=0 alorsAM =p[AB et A, M, B sont alignés donkl ((ABC)

-17 -
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o siplg# 0 alors:
0D O(AB) tel que D# A et AD= [JAE et
OED(AC) tel que B2 Aet AE G AC
donc(AB)=(AD) et (AC)=(AE) et par conséquefABC) = (ADE).
De plus (ADME)=# puisque AM =AD +AE , donc M O(ADE), ce qui
montre queM C(ABC)

Dans tous les cas on a montré duél(ABC), cqfd.

e Conséguence
Soit un plana et A, B, C trois points non alignés de. Alors a :(ABC) et

M Oa = AM = combinaison linéaire de AB et de £ c’est-a-dire :

a :{M OE/AM =p [AB +q [AC avec p, q]]R}

On dit queAB et AC sont deuxvecteurs directeurs(non colinéaires) dex et que

AM =p [AB +q[AC est uneéquation vectorielledea .

10) Milieu d’'un segment

* Soit M le milieu de[AB] :

s>

M

o

On voit facilement que :

VAB,M M =milieude [AB | <<MA+MB=0

* Interprétation physique :
Plagons un baton [AB] sur la pointe d'un cOne esifmn parfaitement horizontale,
puis lachons-le : si le baton repose en son miMesur la pointe du cone, le baton reste
en_équilibre si par contre il repose sur un point C différémtmilieu, il y a_déséquilibre
et il va tomber.

A
1 »
.-"J ﬁ‘u ‘."k* ; :
.-'; Iil'l. .‘I
. L
(équilibre) (déseéquilibre)

-18 -
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Le vecteur MA (respectivementMB) représente la force exercée par I'extrémité A

(resp. B) du baton sur le point M et I’égalm +MB =0 exprime le fait que la force

résultante est la force nulle : il ne se passe ebéaton reste en équilibre !

Par contre la force résultan@A + CB= 0 n'étant pas nulle, elle va entrainer le baton
vers le bas (il tombe)...
Conclusion:

Le milieu est le point d’équilibre appaténtre de gravitéedu segment (du baton).

11) Centre de gravité d’un triangle

Interprétation physique :
Soit ABC un triangle (découpé dans une plaque hemsgp. ex. une plaque en bois).
Nous allons chercher « le point d’équilibre » detr@ngle, c’est-a-dire le point G tel

que le triangle posé horizontalement sur ce pesteren équilibre :

(équilibre) (déseéquilibre)

Comme pour le baton, les vecteu®®, GB et GC représentent les forces exercées

respectivement par les sommets A, B et C sur Ietfiai Le point d’équilibre est alors
caractérisé par 'égalit&A + GB+ GC= 0, alors queMA +MB +MC #0 .
Définition

On appellecentre de gravitéd'un triangleA(ABC) le point G tel que :

GA+GB+GC =0

-19 -



[1° B — math | — chapitre Il — Calcul vectoriel dahsspace

e Propriétés de G

Soient un triangleA(ABC), A', B', C’ les milieux respectifs des c6t¢8C]|, [AC],

[AB] et G le centre de gravité, alors :

o |AG=2AA" BG=°BB cG=2cC
3 3 3

démonstration :

- 3[GA+AB+AC =0

-~ AB+AC = -3[GA

= AB+AC =3[AG

= 2[AA’ =3[AG (voir exercice 1)

- AG = 2[PA°
3

Les deux autres égalités se démontrent de facdogarea(exercice !)

0 |GO(AA')n(BB')n(CC)

démonstration :
Nous venons de montrer que les deux vectés et AG sont colinéaires, donc

les points A, A’ et G sont alignés (propriété pe8par conséquer@(AA'). On
montre de méme qué O(BB') et GO(CC), d'ou le résultat.

Remarque
Comme les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont les troigdianesdu triangle, nous

venons de montrer que G est le point d’intersectiocedenédianes !

Exercices 1 a 13
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B) VECTEURS ET COORDONNEES

1) Repéres

a) Reperes d’'une droite

OM=kOl o Ol |

Soit d une droite eD, I0d avec O#¢ , alors:
OMOE MOd -« (kOR OM =k DI (¥
De plus ce réel k est unique
En effet s'il existait k et k' tel quOM =k [DI et OM =k'DI alors :
kOI=k'DI = (k-k)OI=0 - k=k'ouOl=0,
or Oi#0, donck =k'.
Définition
L'unique réel k tel queOM =k [DI est appelé #bscissedu point M dans leepére

(O,GI) de d dorigine O. On noteM(k) .

Ainsi : M (k)dans( O,T)) - OM= KIO

b) Repéres d’'un plan

Soita un plan et O, |, J trois points non alignésodealors on a d'apres le
théoréme page 17 :
M O(Ol)=a ~ OM est une combinaison linéaire deeDOJ
- [p,q0R tel que OM= IOk 1 0OJ
De plus le coupldp,q) est unique
En effet si OM = p[OI +q[DJ et OM =p DI +qLDJ alors :
p[OI+qC0J= pllOk 103 ( p PO OF( & )i C(».
Mais alorsp-p'= 0 car sinon on auraidi :g'_;s,@ et O, I, J seraient alignés

(puisqueOl et OJ colinéaires) ce qui est contraire & 'hypothése.d®nséquent

et (*) devient :
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0I=(q-q)0J- 0=( g* J0OI ¢ g OouGJ

doncq'-q= 0 puisqueOl # 0 et on a égalemef = q{, cqfd.

Définition
L'unique couple de réel§p,q) tel que OM =p[OI+qrDJ est appelé le couple
descoordonnéesdu point M dans leepére (O,6|,6J) dea dorigine O. On note

M(p,q), p est appelédbscisseet q 'ordonnéede M. Ainsi :

M (p,q) dan{ 0,01,0p~ OM P OI G O

Cas patrticuliers

Si Ol 0 0J on dit que(O,SI,EJ) est un repérerthogonal et si de plus les deux

vecteurs sont unitaires, c’est—é—direﬂ@” :HCT“ﬂ =1, on dit qu'on a umepeére

orthonormé : on noteR.O.N.

c) Reperes de I'espace

Soient O, |, J, K quatre points non coplanaires]KO¢ tétraédre) et M un point
guelconque dans 'espace.

Alors il existe une droite d unique qui passe pagtMui est paralléle & OK : cette
droite coupe le plan OlJ en M’ eton ®&M =OM'+M'M (1).
Dans le repéréo,ﬁl,ﬁ\]) du plan O1J M’ (p,q) donc OM’ = p[DI +qLDJ (2).

D’autre partM'M et OK sont colinéaires (puisqud'M =d || OK ) donc il existe un
réel r unique tel qu&i'M =r [ODK (3).
En remplacant (2) et (3) dans (1) il vie®M = p[OIl + q[OJ+ rIOK.
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| —_— —_— —> —>

pOl+q0J+rOK=0M

-
-
~-
-
-
~——
-
- -
-
-

Définition
L'unique triplet de réelgp,q,r) tel que OM = p[OIl + LD+ CIOK est appelé le
triplet descoordonnéesdu point M dans leepére (O,a,al,?@ de I'espace

d’origine O. On noteM(p,q,r), p est appelédbscisseq I'ordonnée et r lacote

de M. Ainsi :

M(p.q.r) dan{ 0,01,0J,0k- OM @G i GJ [T G

Les trois vecteurs du repére sont souvent nptést k .

Cas particuliers

Si les vecteursOl,0JetOK sont deux & deux orthogonaux on dit que

(O,@,HJ,?@ est un repérerthogonal et si de plus les trois vecteurs sont
unitaires, c’est-a-dire si”ﬁ”z”@‘:um‘:l, on dit qu'on a unrepére

orthonormé : on noteR.O.N.

Conclusion
Un repére est toujours constitué d’un point fixpelp origine du repere et :
0 d'un vecteur directeudl dans le cas d’une droite
O de deux vecteurs directeurs non colinéaires dans le wapldin
O de trois vecteurs dont aucun n’est une combinaison lséas deux
autres (ce qu’on exprime en disant qu’ils doréairement indépendants

dans le cas de I'espace.

-23-



[1° B — math | — chapitre Il — Calcul vectoriel dahsspace

Pour repérer un point M il faut donc

0 1 abscisse sM Od :M(p)
0 2 coordonnées sV Da : M(p,q)

0 3coordonnées V1 € :M(p,q,r)

On dit qu’une droite est dimension1, un plan de dimension 2 et 'espace de

dimension 3.
Exemples
Soit ABCDEFGH un cube :
D C
:
|
I
:
I
: B
A !
:
I
I
|
|
//FH ___________________ G
/.—"
-
e
E F

AB.GF. Fg)

Dans le repéréH,AB,GF, FB) :
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2) Coordonnées d’'un vecteur et calcul vectoriel

£ est muni d’'un repér(aO,T,],R).
a) Définition
SoitueV etM (p,q, r) € & le point de€ qui vérifie U= OM, alors :

G=OM=pi+qj+rk

On dit que(p, q,r) est le triplet desoordonnéesde T dans(O,T, J,R) et on note :

p
t(p,g,n) oulq
"

=x

Ainsi : tlq dan5€ Oﬁ,ijj,ﬁl}ﬁqlﬁ pir aj T
r

Remarques
e Prendre les mémes coordonnées pour le point Mwatlporecteurt se justifie par

le fait qu'un vecteurd est entierement déterminé quand on connait unede s

représentant@T\/i .

* La notation « verticale » des coordonnées estséiliexclusivement pour les
vecteurs et servira souvent a remplacer un « caleatoriel » par un « calcul
matriciel » sur des matrices uni-colonnes.

« |l résulte de ce qui précéde que deux vecteursdéux points) sont égaux si et
seulement s'ils ont les mémes coordonnées darspéme donné.

b) Formules valables dans n'importe guel repere

« SoientA(X,,Ya.2, )EE etB(Xg,Yg.25)€E, alors:
AB =AO +OB
—OB-OA
:(XBT+yBT+ZBE)_(XAT+yAT+ZAE)

g

:<XB_XA>T+<VB —Ya)l+(2s _ZA>R

Xg — Xa
Dott: |AB|y, —Y,
Zg—Z,
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-6 6
Exemple :A (5,—3;7), B(—1,0;9), alorsAB| 3 | et BA|—3
2 -2
XU XV
Soientu|y, |, V|y, | eta €R, alors :
z z

u A

u-U:u(qu+yuT+zuE):uxu?+oay J—i—ozz L;Z ,dou :

ax,,
a-Ulay,
az,
Ut V=x,1+y,]+zk+x,0i+y,j+zk
= (X, +X,)i+(y, +Y,)] +(z,+2,)k
X, +X,
dou : a+v|y,+vV,
z,+2,
4 -8 12 56 —4
Exemples : U4|—5|, v| 11|, alors :3-u|— 15/, —7v|—77|, U+ V| 6 |,
-7 3 -21 =21 -4
4 -8 8 40 48
2.U0-5v=2|-5- 5| 11=|- 1 -5 — B
-7 3 -14 (-1 -2

Milieu d’'un segmenfAB] :

M = milieu de[AB](:»erW?;zﬁ
X — Xy Xg — Xy
SIYa = Yu | T|Ye —Yu |=
Zy — 2y L 4y
X, +Xg — 2%y, 0
S |YatYs—2yu |=|0
z, + 2, — 23, 0
Xy +Xg —2%X, =0
S 1Yat+Ys—2yy =0
Z,+2,—23,=0

ol
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 Xp +Xg
A S

N

oly _YatYe

N
>
+ N
N

Zy =

Dol : [M =milieu de[AB]@ M Xa T Xg .Ya1Ye .20 T %

2 2 2

« Centre de gravité d'un triangla (ABC)

Xa = Xg Xg ~Xg Xc =™ Xg
GA+GB+GC=0< | Y, =% [*| %= Y% |*]| %~ ¥% |= 0

Zy 2 54 LT 5
X, +Xg X —3Xg 0

< | YatYe tYc—3Ys |=| 0
2, +z,+2. -3z 0
X, +Xg +Xe =3Xg

< yA+yB+yC:3yG
ZA-'_ZB-'_ZC:&G

D'ou :

G = centre de gravité d&( ABG &aTXe TXe Yat¥e T¥e Z‘?JFZBJFZC]
3 3 3

Exemples :

A(—17;8-9), B(23;0,— 11, C(—2;15 24 alors :
milieu de[AB] : M (3;4;—10) et centre de gravité d&(ABC) : G[—'—'——]

c) Formules valablesuniguement dans un R.O.N.

On suppose maintenant q(@,T,],R) estun R.O.N..

« Norme d’'un vecteur

Soit Uy, | etles pointsA (x ;¥ ;Z,), B(X,;y,;0) et C(x,;0;0) (voir figure).
z

u

_ = =  —  —  —

o le triangle A(OCB) est rectangle en C doi@B* = OC* + CB’ (Pythagore)
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o le triangle A(OAB) est rectangle en B dor@A? = OB®+ BA? (Pythagore)

o D'oll OA? = OC?+ CB?+ BAZ (1).

1
1
1
1
1
—=
z k :
u it
' A -
| | -
1
4 H
[ ] [ ]
[ ] ]
]
]
'
1 4
[ ] LR
: u‘]
.-u-:u nnnnnnnnn -
'
1
iy )
X1
u ,* i
# i
P N L]
¢ % ]
" \\\ ]
'
!— -------------------- -i;-‘.
c B

or:  oc=|oq=|x i =|x/l1=|x]1=|x/ @),

CA=|CA|=|y,i|=lyi[=lyJ1=ly. @)

AB =|AB| =[z k| =|z.|[K| =|z.]- 1=z, ().

En remplacant (2), (3), (4) dans (1) il vient :

Jalf =[OAl" = 0a2 =[x,* +]y,[*+]z = %+ v2+ 2

d'ol : [t =yx2+ Y2+ 2]

Exemple :
7

u|v/6 ,||U||=\/72+ﬁ52+(—32=\/49+ 6r 9= |
-3

» Distance de deux points

SoientA (X,, Y4,z ) €t B(Xg,Yg.25), alors:

Xg —Xp

AB :HEH: Ye—Ya :\/<XB _XA>2+<yB —Ya >2+<ZB —Za >2
Z,— 2,

Exercices 14 a 22

-28 -



[1° B — math | — chapitre Il — Calcul vectoriel dahsspace

C) PRODUIT SCALAIRE

1) Définitions

a)

b)

Angle formé par deux vecteurs non nuls

Soient U et' v deux vecteurs non nuls et A, B, C trois pointsn(adignés) de I'espace
tels queli= AB etV=AC :

Cc

2178 \ir/ u ®

L’angle 0=BAC, indépendant des représentants deetV choisis (expliquez

pourquoi !) est appeléngle formé par les vecteursi etV et est noté parfoi(su )

En fait U etV forment deux anglesf et 2r—6, dont I'un est saillanfc’est-a-dire de

mesure comprise entre 0 et radians), l'autre_rentran{c’est-a-dire de mesure

strictement comprise entre et 2r radians). Or comme on va le voir tout de suite,

nous ne nous intéresserons qu'adosinus de cet angle et comme

cos( Zi—6)= co$—0)= col, nous choisirons toujours celui des deux anglésesiu

saillant :.

Produit scalaire de deux vecteurs

Soientu, ve V, on appellgroduit scalaire de U par V le nombre réelnotét-v (on

lit : « U scalaireV »), défini par :

—

Uu-v=
[t |- co®  si= Oefuws @

—_

ouf= (U,T/) étant 'angle (saillant) formé par les deux verseu

Exercices 23 et 24
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2) Interprétation géomeétrigue

—

Soientti= AB=0, v=AC =0 etd=(t,v).
e 1%cas:0=0

Alors T etV ont méme sens et-V=|t|-| V|- cosO=| - |} &["lt|"}= AB AC-0.

e 2°cas:f=_
2

Alors G L v et -y = [¢f-[¥]- cosk = [ 4| - 0-o.

C
i
v
] u —
A B

e 3cas:f=m

Alors U etV ont méme direction, des sens opposés et

U-v=[[d-[ Y- cose = [Y-[ Y- (= 1=—["4|¥=— AB £ <0.

— s —

B u
L v '/f-‘\ -
Cc A B

e &cas:0<0<™
2
Soit H la projection orthogonale de C sur AB, aldx§AHC) est rectangle en H donc

cosh =2 o par conséquentt- V= T-[V- co9 = AB Ac2l _ m.aH 0.
AC AC
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A

e 5cas:t<O<m
2
Soit H la projection orthogonale de C sur AB, altzir(sAHC) est rectangle en H donc
cos(n—0)= A co9=21 o cop= AT o par conséquent :
AC AC AC

AH

a.v:||n||.||z1|.cose:AB.Ac.[__ — _AB-AH <0.
AC

Cc

T
/

Conclusion

En remarquant que dans € ét le 3 casH =C, on voit que :

> si ose<’—2T alorsdi-v= AB-AH >0
> si]—2T<esnalors*u*v:—AB AH< O

> si(a:]—zT alorsud-v=0
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3) Expression analytigue

X

u XV
Soit (O,T,],R) un R.O.N, G|y,|, V|y,|, A, B, C trois points tels qué=AB et
z

u A

—_

v=AC etf= (U, V). Nous supposerons d’abord que _les deux vecteatsisa nuls alors

trois cas peuvent se présenter :

e 1°cas:h=0

X, =k-X
Alors il existe un réel strictement posikitel quev =k- U < y: =k- y: etona:
z,=k-z,
U-v=|]-[Y|- cosO
=g 1
=[i]- kg (cark> 9
="

(i 4y +22)

= kx2 +ky? +kz?

= X,kx, +y.ky, +2z kz,
=X X, TYY,+2,2,

e 2°cas:f=m

Alors il existe un réel strictement négdatitel quev=k-u eton a:

U-v=[d-|V|- cosn
= []-|k-dl-(- 9
=[d- (k)5 (-3 (cai k=—kpuisquek X
="
=-- (voir1” cag
=X X, YWy, t2,2,

e 3Fcas:0<b<m

el
m
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Alors ABC est un triangle et d’apres le théorémedsinus on a :
BC? = AB*4+AC?—2-AB-AC-cos) < 2 AB AC co$= AB+ AC- BC.
Or  AB-AC-cost=|T-[{- co®="un,

AB? =|li" = x2 +y2+22,
AC? = V" = x2 +y2+22,
o<

dou: 2UV= f+ ¥+ 2+ %+ ¥+ Z2—(%— % —(%— ¥'—(z- 2)°

2
’

2 == =7 - 2 2 2
—[BA+AC <[V =(x,~ %) +(v,~ v.) +(z - 2)

V= 2%, X,+ 2y, Y,+ 27 2
= XUXV+yUyV+ZUZV

R

2-u

u-v

Nous avons donc montré quetset v sont deux vecteurs non nuls on a :
U-Vv=x,X,+Y.¥, +2,2, (¥

Si G=0 alors G-v=0 (par définiton) et d'autre partx, =y,=z,=0 donc

0-x,+0-y,+ 0 z = C, ce qui montre bien que la formule (*) reste quhnurti:f).

D'ou :
Théoréme
Xu XV
Pour tous vecteur8|y, | etV|y, | dans urR.O.N.on a:
Zu \'
U-v= XuXy +YuYv+ 242
Remarque

—_

L'expression analytique dé-V permet de calculef = (T, V). Exemple :

1 -3
Sit|-2|, V| 4 | dans un R.O.N. alorg:- V=1.(—3+(— 2- 4+ 3 0=— 1 et d'autre part
3 0

U-v=|t|¥ cod=v1 4 9/ & 16 Ocs= 5 14a, dot —11=5/14co8 et
par conséquertt~126,0F.

Exercice 25
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4) Propriétés

a) [VU,VeV TV=0&s UL

Eneffet: V= 0| = 0ol’y= Ooucds=
@Uzﬁoqubow:g

Y

b) [VU,veV (nonnuls) U™ G @6<% et U« &32<6§w

En effet le signe d@- V est le méme que celui desh puisquelt|> 0 et|> C.

c) |VU,veV U V=V (le produit scalaire esymétrique)

En effet en se plagant dans un R.O.N.on a:
U-V=X,X, +YY, + 2,2, = X, %+ VY, + 2,2,= "V U

d) Vi,v,weV VaeR

+
=

U (VW)= 0 V+ T W

(on dit que le produit scalaire distéaire)

Remarque
On ne dit pas que le produit scalaire est « comiihwta« associatif » ou « distributif

par rapport a I'addition » car ces termes sontrvéseaux_opérations internésns un

ensemble (comme par exemple l'addition et la miidagion dansRR) et le produit
scalaire est unepération externe: le produit de deux vecteurs n’est pas un vecteur

mais un nombre réel !

e) |OA,B,C,DOE ABLCD=ABIC'D' avecC= Be)( ¢ etD* py( B

En effet :

ﬁ@:ﬁ[@ﬁ#C'—D#ﬁ)

=ABICC'+ABIC'D'+ABID'D
=0+ABIC'D'+0 car ABO CC'et AB] D'L

=AB[C'D’

fy |[viey wu>0 et |{=vul

En effet-t=|d Y- coso=|"}i- =|fi>
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Définition
Le nombre réel posititi- U est appel€arré scalairedu vecteurti et il est notéi’.

Remarques
e Ainsiona:|VieV HnH:ﬁ@iﬁ:Hﬂ\z

* On ne parle pade « cube scalaire » ou dei% » oun> 2 !

Exercices 26 a 38

5) Vecteur normal et éguations d’un plan

* Nous avons vu eA9) que pour connaitre un plam il suffit de connaitre un point
A €« et deux vecteurs directeutiset V non colinéaires de ce plan. En fait un point A
et une droited | o suffisent puisqu’il n’existe qu’un seul plan passaant A et qui est
orthogonal a d ! Or pour connaitre une telle droite ifisde connaitre un vecteur
directeurni de cette droite qui sera alors orthogonal a tous les veat@ecteurs du
plan o ! Ceci nous améne a poser la définition suivante :

o Définition
Soit un plana et un vecteunl dans I'espace. On dit que estun vecteur normal a «

si et seulement gi est un vecteur directeur d’une droite_d .

d
|
n
//
-, v
// v A :] 7

a2
=)
\\

Remarque
Si i est un vecteur normal@, alors 'ensemble des vecteurs normaux &st égal a

'ensemble des vecteurs non nuls colinéair@s!a
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Propriété 1
Soit un plana de vecteur normah et A €, alors :

YMeE MecaeAM LR

Démonstration :
Soit d la droite de vecteur directeirpassant par A. Alord | « et pour toutM € o :

Meca< (AM)Ca (carAca)
< dL(AM) (cara estlunique plan passant partehogonal & §

&L AM
Propriété 2
a
Soit un plana de l'espace muni d'un R.O.NK|{b| un vecteur normal ax et
c

A(Xp,Ya:2Z, )€, alors:

YM(X,y,2)€E M(X,y,z)€a & ax+ by+ cz+ d= @ ¥
oud=—ax — by — cz

Définition : On dit que (*) estine équation cartésienne du plan.

Démonstration :

M(x,y,z)€a< AM LA (daprés propriété)2
& AM-A=0 (daprés C4p

X—X,| (a
& |y—Y,|-|b|=0 (daprésB2p
z-z,]lc

& ax—ax, + by— by + cz cz= 0
& ax+ by+ cz+ d=0 (en posant:d = ax hy- £2

Exemple
-7

Soit o le plan passant pat-k(—2,3, 5) et de vecteur normai| 4 |, alors :
—6
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M(x,y,z)eou:)m-ﬁzo

X+2) (=7
<|y=3|| 4|=0
z—5]|—6

& (X2 (=) +(y=3 4+ (z- §:(- §=
& —7x—14+ 4y— 12— 62z 36= O
& —TX+4y— 62+ 4= 0

On note :a=—-7x+ 4y— 6z+ 4= (. Cette équation permet de vérifier facilemenesi |
plan passe par un point donné ou nd@(2,1,—Jca car— 7 2 41 §— )i 4
etC(-530¢a car—- 52 43 60 4 £

» Propriété 3 (réciproque de la propriété 2)

Soient a,b,c, & R tel que(a,b,g=( 0,0,0, alors 'ensemble :
E:{M(x,y,z)/ax+ by+ cz+ d= @ est un plan de vecteur norniéla, b,g.
Démonstration :

Comme (a,b,g=(0,0,0 'un au moins des nombres a, b, c est différenDdear

exemple a= 0, dou A[—Q,O,OGE car a
a

—g]+b-0+00+d:—d+ d]: (.

Appelonsa le plan passant par A de vecteur norrrTnésdt, b,(j, alors :

M(x,y,z)ea@ﬂ-ﬁzo
x+d
al (a
<y ||b|=0
z |lc

& ax+ d+ by+ cz=
& M(x,y,z)€E

Par conséquer = o, c.q.f.d.

Exercices 39, 40, 41
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6) Eguations d’une sphéere

Définition

Soit A un point de I'espace et r un nombre rédtt®ment positif, alors on appelle
sphéredecentre A et derayon r le lieu des points M tel quaM =r .

Notation : S(A,r)={M € E/AM =r }.

Propriété 1

Soit A(X,, YA, 2, ) Un point de 'espace muni d’'un R.O.N.ret R, , alors :

M(x,y.2) € S(AT) & (X=X +(y-ya) +(2-5) = F

Démonstration :

M(x,y,z)e S(A,r)< AM =t

& \/<X—XA )2 +(y—yA)2+(z— z, )2 =r (dapres2c)

& (x=%) +(y=ya) +(z-2) =17 (équation deS( A;))
Propriété 2
Soient A et B deux points de I'espace muni d’'un R.Qalors le lieu des pointel € £
tel que MA LMB  est la sphere de diametfaB], c'est-a-dire la sphére de centre
| = milieu de[ AB| et de rayorr = Al =BI .
Démonstration :

SoientM € £ et | le milieu dgAB], alors :

MA I MB <MA MB =0 ('aprés C43

@(W +IK)-(W Hg):o felation de Chasles

oM +MI 1B HA MI 4A 1B 9 q'aprés C4d)

oM +MI B ML IA ++A_'-(+A_')£ q'apres C4c et | = milieu de[ AB)
—s2 — [(— -_— —2

& MI"+MI-(A"HB")JA" -0 ¢'apres C4d

i car | = milieu de[ AB et d'aprés Cde

—12 —_— —_—
@“MI +MI'O :‘jA

SMIZ+0=1A"®
& Ml =IA
&MeS(LIA)

Exercices 42 et 43
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D) EQUATIONS D'UN PLAN ET D'UNE DROITE

1) Equations d’'un plan

Nous venons de voir (C5, pages 35 — 37) qu’'un piagst entierement défini par la donnée
d’'un point AOT et dun vecteur normal i au plan et que ces données permettent de
déterminer unéquation cartésiennedu planTt.

Par ailleurs nous avons vu également (A 9, pages 18) qu’'un plantt est entierement

défini par la donnée d’'un poiMA 1t et dedeux vecteurs directeurs non colinéaires
U etV (ou par trois points non alignés B, CCITt ce qui revient au méme puisqu’aloks
et AC sont bien deux vecteurs directeurs non colinéaiees). De maniére plus précise

nous avons vu qu’un point M est dans le plan seetement sSAM est une combinaison
linéaire des vecteurs etV, ce qui va nous permettre de déterminer des @mqsatiu plan

1t d’une autre fagon.

a) Systeme d’équations paramétrigues d’'un plan

Soit Tt un plan donné par un poimk(x,,y,,z,) et deux vecteurs directeurs non

XU XV
colinéairest| y, | etVv|y, | et M(X,y,z) un point quelconque, alors :
Zu ZV

M(x,y,z)0n = [0,BOR AM=a @i+

X=X\ X, X,
= [oL,BOR | y-y, |=ally, |+By,
=27, 4 %
X=X, olX, +BX,
= [oLBOR | y-y, (=] aly, +BD,
z-2, ) \alz, +BLy,

D'ou :

X=X, +talXx, +BX,
M(x,y,z)0me [o,BOR < y=y, +aly, +B0Y,
z=7, +alz, +BLY,

Ce systeme est apped§steme d’équations paramétriquesde 1t de parameétres
o etp.
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Exemples
4 0
« A(7;,-3;2)0m de vecteurs directeuts -9 | etv| 5 | alors
11 -1
X=7+40
m=<y=-3-%+3 (aBOR)
z=2+1 -3
X=5+30-63
e sim={y=-1+8& (a,BOR) alors T est le plan passant par(5;-1;0) et de
z=-23+ 7
3 -6
vecteurs directeurd| 8 |etv| O
=23 7

Pour obtenir d’autres points de on choisit n'importe quelles valeurs pauretf :
a=1B=3:B(5+3-18-1+ 8- 23 2J= B- 10;% pm,

a=-2,=0:C(5-6;-1-16;46= ¢~ L 17;461m, etc.

b) Equation cartésienne d’'un plan

Reprenons les notations precedents.

on appelledéterminant des vecteurst, vV et w le déterminant :

XU XV
det(u, v, W=y, Y
ZU ZV

x

Yo
z,

Nous admettrons sans demonstration la propriétésia:

W est unecombinaison linéairede U et v ssidet(u,v,W) = (

En utilisant cette propriété on obtient:
M(x,y,z)OT = AM est une combinaison linéaire dest v
- det{ AM,0,¥)= 0
X=X, X, X,
<1Y=Ya Y. Y.|=0
2-2, 7, %

En calculant ce déterminant on obtient une équalla forme :

ax+ by+ cz+ d= 0 avef a,b)e( 0,0,

c’est-a-dire unéquation cartésiennede 1.
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Exemple

-2 5
Tt défini par A(3,-5,1), 0| 7 1
9 -4

M(x,y,z)0m = del(m,”u,” =0

x-3 -2 5
<|ly+5 7 1|=0
z-1 9 -

o 28(x-3-2z= 3+ 45w 5-3bz ) By )5 (9%)%
= —37x+37y- 37z 33% 0
e =X+y-z+9=0=mn
Remarques
* La donnée d’'un systeme d’équations paramétrées dmuse immeédiatement deux

vecteurs directeurs de alors qu'une equation cartésienne nous fourniteleteur

a
normali| b| !
c
* Deux plans sont paralléles ssi ils ont les mémegeues directeurs et les memes
vecteurs normaux.

* Deux plans sont orthogonaux ssi leurs vecteurs aoxmnsont orthogonaux.

Exercices 44 - 54

2) Systemes d’équations d’'une droite

Il'y a deux facons de déterminer une droite d daspace :

X

u

> d est donnée par un poiAt(x,,y,,z,) etun vecteur directeur| y,
z

u

M(x,y,z)0d = AM et U sont colinéaires
= [KOR AM =k [

X=X, X,
< &DR y_yA :k yu
z-2, Z,

et on obtient usysteme d’équations paramétriquesle parameétre k de d :
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X=X, +KIX,
M(x,y,z)0d = OkOR {y=y, +k0y,
z=12, +klx,
Exemple
X =17- 6k -6
d={ y=37k (kOR) est la droite passant pAr(17,0,-5 de v.d.t| 37/.
z=-5+19k 19

> d est donnée comme intersection de deux pfarett,, chaque plan étant défini par

une équation cartésienne.
La droite d est alors déterminée par un systengailie de deux équations a trois

inconnues appelgystéeme d’équations cartésiennes

= ax+ by+cz+ d= 0
“la'x+b'y+c'z+ d= 0

Exemple

dE{x—y+BZ: 2 (9

2x+4y-z=1 (2
Pour chercher des points de d il faut résoudrgsteme :
(1) = x=2+y-3z

dans( 9 :4 2y 62 4y z + 6y 7Z- 3 :y%

¥

dang( } :x= 2+Z 2—}— 3z x:—il Z-—3
6 2 6 2

Ainsi 0OzOR M(—%z+—§;—éz——i;z}ﬂ d, par exemple pourz=0 on obtient

A(g; —%;OJDd, pourz=-3 on obtientB(7;-4;-3) 0 d, etc.

Exercices 55 - 68
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EXERCICES

A) VECTEURS DANS L’ESPACE

1)

2)
3)

4)

Soient A, B et M trois points, montrez que :

a) M =milieu de[AB] = AM =MB'

b) M = milieu de[AB] = AB =2[AM

Soit un triangle quelconque ABC et | le milieu &<]. Montrez que@ +AC =2Al ]
Soit ABCD un tétraédre et 1, J, K, L, M, N les railix de[DB], [DC], [DA], [AB], [BC]
et [AC] respectivement (figure !).

a) Montrez que IINL = # et que MLKJ = #.
b) Déduisez-en que tous les segments ayant pour éwdsctas milieux de deux arétes
opposées (cad qui ne se touchent pas) sont comts@a un point qui est leur milieu

commun.

Soit ABCDEFGH un cube et I, J, K, L quatre poinéfinis par :

em:ﬁ,m:%/re,m:é% et LC = 2[GL

H K G
: / .
l s n
|
s
L L
E ! .
| F .~
¢ /
e N
A
- |
/
- " g
# e C
J - .-""’
. s
o, P
P A
A | B

Montrez que(1JKL) =#.
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5)

6)

7)

8)

9)
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Définition : Un parallélépipedeest un solide a 8 sommets dont les 6 faces se#.d8i
les faces sont des rectangles on dit que c’ephuallélépipéde rectangle ou paveét si les
faces sont des carrés c’estaube!

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde et |, J, K, L jEsnts d’intersection des diagonales de
ABFE, BCGF, CDHG et ADHE respectivement. Montree dikKL = #.

Soit ABCD un tétraédre, et |, J les milieux [#&B] et [CD] respectivement. Montrez que

1J est une combinaison linéaire &® et CB.

Soit ABCD un tétraédre et R, S, T, U les pointsirdgfpar ﬁ:%A—C, S—D:%E,

4BT =BD et 4(BU = BC.

a) Montrez qu¢RSTU) =#.

b) Soient I le point d'intersection de€S) et (RD) et J le point d'intersection d®U) et
(CT). Montrez que(1d) || (RST) .

Soient d, b, d; trois droites paralléles et non coplanaireg, B\, C; trois points sur g A;
B,, C; trois points sur g Az, Bs, Cs trois points sur g F, G, H les centres de gravités des
trianglesA(AA A ), A(BB,B,), A(C,C,C,) respectivement.

Démontrez que :

a) 3FG=AB +AB,+AB,
b) F, G, H sont alignés
Soient A, B, C, D quatre points de I'espace et M,PNQ les milieux d¢AB], [BC],

[CD] et[DA] respectivement. Démontrez que :
2{|ef +[Wqf*)=[Aq]"+ ]
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11)

12)
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Soient ABC un triangle quelconque et les point$DG définis par :

E:%A_B’ /ﬁ:%ﬁ GC— 5 GA.

a) Figure!
b) Soit E€(AC) tel que(DE)||(BC), trouveza, bOR tel que :
» CE=a AC
» DE=b-CB
c) Démontrez qu¢GF)| ( DE).
Soit ABCD un quadrilatere convexe quelconque (A,,D coplanaires). On appelle
centre de gravitéde ABCD l'unique point G qui vérifie 'équation :
GA+GB+GC+ GD= @
a) Construisez un quadrilatere quelconque ABCD etcamire de gravité G apres avoir

démontré queAG = %(E +AC +ﬁ).

b) Soient M le milieu de[AB] et P celui de[CD]. Montrez queGM +GP= 0 et
déduisez-en une construction plus simple de G.
c) Soient N le milieu de[BC| et Q celui de[AD]|. Etudiez la nature du quadrilatére

(MNPQ) et sa relation avec le point G.

Soient ABC un triangle quelconque, G son centregidwité, O le centre de son cercle
circonscritC, A’, B' et C' les milieux respectifs dfBC|, [AC] et [AB] et H le point défini
par la relation vectorielle :
OH = OA+ OB+ OC.

a) Montrez quem —2.0A" et déduisez-en que H appartient a une droite cprahte du

triangleA (ABC).
b) Que peut-on dire du point H ?
c) Enoncez le théoreme que vous venez de démontiap@tlez le nom du point H.

d) Montrez que les points O, G et H appartiennent & mméme droite appelédroite
d’Euler.

e) Montrez que les symétriqués, =s,.(H), H, =s;.(H) et H, =s..(H) du point H par

rapport aux milieux A’, B’ et C’ appartiennenta
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13) Soit ABCDE un pentagone régulier de centre O :

a) Montrez que :
» JacR OA+OB=a OC
» 3JeR OC+ OE= b OL
b) Déduisez-en quedce R OA+ OB+ OC+ OD+ OE= ¢ OL

c) Déduisez-en que O est le centre de gravité du gema

d) Calculez:
» AC-+BD-+CE+ DA+EB
» AD+BE+CA+DB+EC
B) VECTEURS ET COORDONNEES

14) Soit un triangle ABC,D D(BC) eta OR tel queBD =a BC. Exprimez les coordonnées
de Ddans le repér(ef\, AB, E) en fonction dex .

15) Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont les arétesurent une unité :

J

L
1
1
1
|
i
|
|
|
1
1
1
1
|
|
|

e I
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Pour chacun des repéres suivants, déterminez ’aitsd’'un repére orthogonal ou
orthonormé puis donnez les coordonnées des pojriss @, ..... , L dans ce repére :

2) (E,FA,BC,D)

b) (A,LJ,DC,IC)

0 (B,@éuﬁ,mﬁj

Pour les exercices suivants, si le repere n’est ppécifié il s’agit d’un repere
guelconque

16) Dans un repére de 'espace on dodne5;1;4), B(2;3;-6) etC(0;17).
a) Trouvez D tel qu§ ABCD) =#.
b) Trouvez E tel qu¢ AECB) = #.

17) Déterminez les réels a et b pour que :

2-a at+4
a) lesvecteursil 1 |etv|a+ 2| soient égaux.
2a+ 3 a+?2
a+?2 b+3
b) les vecteural| 2a- bl etv| 3 | soient égaux.
b+3 a+2
-3 6
c) lesvecteursi| a-1| etv| 4 | soient colinéaires.
6 =12
-2a 3
d) les vecteursi| 5a- 2| etv| -7 | soient colinéaires.
b-5 b+2a+ 3
2a-1 3+a
e) les vecteursi| 4-3a| et v| 5- 2a| soient colinéaires.
7-a a
18) Examinez si les vecteurs suivants sont colinéaires
8 6 -14
ul -12 v| -9 w| 21
20 10 35

19) Dans un R.O.N de lespace on donn&(3;-2;4), B(-4;0;-2), C(3-12 et

D(—3; 5;—]) . Calculez la norme des vecteurs suivants :
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a) w=--DC
b) u=AB+CD
c) v=-AC+2[AD
20) SoientA(3;-12), B(1,2,-3), C(0;3;-1).
a) Trouvez un point E différent de A, de B et du miIieu[AB] tel queED(AB).

b) Montrez que A, B et C ne sont pas alignés.

c) Trouvez un point D nappartenant a aucune des dreA&9, (AC), (BC) et différent
du centre de gravité di(ABC) qui appartient au plan (ABC).

1 2 -1 2-A
21) Soient les vecteurs| 2|, v|-1|, w| 1 | et t| 1 |ouAOR.
3 3 1 A

a) Analysez siw peut s'écrire comme combinaison linéaireudet dev .

b) Déterminez\ pour quet soit combinaison linéaire de et dew .

22) Reprenez les exercices 3) a 6) et résolvez-les en utitisanepéres appropriés.

C) PRODUIT SCALAIRE

23) Sachant quéii| =3, [V =4 etu =6 calculez6 = (T, V).

24) Sachant quéii| =5, 6=(T,V) :]_61 et UV =103 calculez||v.

25) Dans un R.O.N. de 'espace on donh¢-3;4;5), B(0;7;-1) et C(2,-1,0. Calculez les
angles du trianglé\ (ABC).
26) Soient A, B deux points du plan.

a) Déterminez le lieu des points M du plan tel (AN [AB =AB .

b) Comment faut-il choisir les points M et N pour qhi&f [AB =AB ~ ?
c) Mémes questions si A et B sont deux points de dlesp

27) SoientA,Be& avec”ﬁ” =2. Déterminez les ensembles suivants :
a) H={MDE/AM BB =0}

b) T={MDE/AM BB =4}
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28)

29)
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o J={MDEAM BB =2}
K={MOEIAM BB =]
e) L:{M O&IAM :9}
) M={MDE/AM BB =6 et AM =4}

9) N ={MD&/BMAB =3et BM =5

Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont legesént une longueur de 2 unités
(AF=AG=AB=BC=2) :

-
-~
—

w
]
]
]
1
1
1
1
]
]
]
]
]
]
1
1
).
1
]
]
]
]
|

B

Caltilez;

a) AKIC

b) FDIBL

C) LAJ

d) CBL

e) HCK

Soit A(ABC) un triangle rectangle en A tel q#d =2 et AC =1. Déterminez le lieu des

points M du plan(ABC) tel que :

a) ABICM =0 e) ACIBM =1
b) ABAM =3 fy ABIMC =2
c) AMBC =0 9) CAIME =1
d) ACIAM =-2
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31)

32)

33)

34)
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Mémes questions qu’a I'exercice 29 en prenant Msdaspacef.
Soit ABC un triangle rectangle en B avéB =4 et BC = 3. Déterminez les ensembles
suivants (dans I'espac®] [I€) :
a) A:{M DS/CTB[@W+E):§}
2
b) B={MO£/AC BM =5}

Soit ABCDEFGH un cube d’'aréte c :

D C

E F
a) Montrez que(EC) O(HF) et (EC) O(AF).
b) Calculez 'amplitude de I’anglé?lf:.
c) Calculez ramplitude de 'angle formé par les desifAG) et (BH).
Soit ABCD un carré eM O[BD].
a) Démontrez analytiquement et vectoriellement 40& —AB ~ =BM DM .
b) Déduisez-en qudB MD =AB*-AM Z.

a) Montrez I'égalité suivante appelée égalité dEULER

0A,B,C,DOE ABIDC+ACIBD+ADICB=0
b) Application 1:
Dans un tétraédre ABCD il y a trois paires d'arétgsposées :[AB|et[CD],
[AC]et[BD], [AD]et[BC|. Montrez que si deux de ces paires sont formées de

segments orthogonaux, alors la troisiéme l'estiauss
c) Application 2
Montrez que les trois hauteurs dun triangle soonhcourantes (théoreme de

'orthocentre)
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35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

[1° B — math | — chapitre Il — Calcul vectoriel dahsspace

Soit ABCD un # et O le point d’intersection de désgonales.
a) Montrez queAC OJBD = AB =AD .
b) Enoncez la propriété ainsi démontrée.

Soit ABCD un tétraédre régulier d’aréte c et | le milieu [mB] Calculez le produit

scalairelCD .

Soient ABC un triangle, P et Q les pieds des hautesugssde A et de B et M le point

—2 N
d’intersection des hauteurs. Démontrez #}@BH =AP[AM +BQ [BM .

Montrez que dans un # la somme des carrés des diagonadgslesh la somme des carrés

des cotés.
2

Dans un R.O.N. de I'espace on donn& (4; —3;1) etn| 7 |. Déterminez une équation du
-5

plan passant par A de vecteur normal

Dans un R.O.N. de 'espace on donne I'équation glan 1i:  3x-4y+ z— 2= C.
a) Est-ce que les pointa(—2,5,—3), B(—4,—3,2 appartiennent & ?

b) Quel est 'ensemble de tous les vecteurs normaex@an ?

c) Trouvez deux points de.

Soit le cube ABCDEFG :
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Dans le R.O.N(A,E, EAE) trouvez une équation de chacun des plans suivants

a) (ABC) d) (BCG) 9) (ACG)
b) (EFG) e) (ABF) h) (BCH)
c) (ADE) f) (CDG) i) (EBG)

42) Dans un R.O.N. de 'espace on donna (3;-2;4) et B(-114).

a) Déterminez I'équation de la sphére de centre Aeetgion 7.

b) Déterminez I'équation de la sphére de diamétre [AB]

c) Déterminez 'ensemble J :{ M(x,y,2) /MAIMB = 2} .

43) Déterminez les ensembles suivants définis dans@m\Rde I'espace :
P={M(x,y,2)/x* = 6x+y’ +14y+ 7 + 2z+ 55 ]
0 ={M(x,y,z)/3x* - 6x+ 3y + 32+ 30z 3& [0

R:{M(X,y,Z)/XZ—X+y2+§y+ZZ—22——22 O}
T:{M(x,y,z)/x2—7x+ Y+ 8y+ 7 — z+ 47= })

U={M(x,y,2) 14X + 24x+ 4y - 4y+ 43+ 82 4% |

D) EQUATIONS D'UN PLAN ET D’'UNE DROITE

44) Déterminez une équation cartésienne et un systéémiations paramétriques du plan

1 -1
passant par le poirk(-3;1; 2) et de vecteurs directeutis -2 | et v| 2
3 3

45) Déterminez une équation cartésienne et un systéémpiations paramétriques du plan

passant par les poin®(5;-3;7), Q(0;2;-9 et R(5;0;0))
46) Soient (Ox), (Oy) et (Oz) les trois axes d’un R.Odrigine O, a, b et c les bissectrices

des angleey/o\z, xOz et X/O\y respectivement. Déterminez les équations cartésgen

a) des plans (xOy), (yOz) et (xOz).

b) du planty contenant a et (OX).
c) duplant, contenant b et (Oy)

d) du plant contenant c et (Oz)
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47)

48)
49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)
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Dans un repére de l'espace on donne les poi(8;-12), B(L2-3), C(0;3-1,
D(-7:10;13 et E(4;-5;]).

a) Verifiez que A, B et C ne sont pas alignés.

b) Les points D et E appartiennent-ils au plan (ABC) ?

Les pointsK (2;1,0), L(1;-2;-1),M(0;1;,-2) et P(2;-5;4 sont-ils coplanaires ?
Déterminez une équation cartésienne du pigoassant par le poirft(S;— 4;]) et paralléle

x=1+a-f
au plantt donné par le systeme d’équations paramétriqueéss:s y=a+
z=2+a
Trouvez un systéme d’équations paramétrigues dwun pd&quation cartésienne :

M=x-2y+z=1

Trouvez une équation cartésienne du plan donnkeEastéme d’équations paramétriques :
X=-3+20+(
m=< y=1-a+3 .
zZ=5-3

Analysez si parmi les plans suivants donnés pas léquations cartésiennes il y en a qui
sont orthogonaux :

M =2X-7y-2z+1= C

T, =4X—-2y+112- 5= (

T, =X +13y+ 2z+ 37= (

Déterminez une équation cartésienne du pigmassant par le poirﬁ(2;5;—7) et parallele
au plantt =3x-5y+ 7z- 4= C.

Déterminez une équation cartésienne du pigmassant par le poirﬁ(2;5;—7) et parallele
au plan (ABC) aved (2;1;,-3), B(1;,2;-4) et C(L0;]).

Déterminez un systéme d’équations paramétriques systeme d’équations cartésiennes :
3

a) de la droite passant par(5;2;-3) et de vecteur directedr] -1/
8

b) de la droite passant par(L;-4;3) et parB(0;1-2).
c) des axes (Ox), (Oy) et (Oz).

- 53 -



56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

63)
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Déterminez un systeme d’équations paramétriquesadaroite d orthogonale au plan
=X -2y+z=1 et passant par le poiﬁ’t( 2;1- :I)
Analysez si les droites d et d’ sont parallélexave
X = -8 k-1
x=2k+1 73
d=Jy=-k-1 et d'=s y:7k
z=3k+2
z==-k-8
Déterminez une équation cartésienne du ptgrassant par le poirft(l;— 2;3 et contenant
X =-3+k
la droited=7 y=2-k .
z=-1+ 2k
Déterminez un systeme d’équations cartésiennesaddrdite d passant par le point
Xx=a-1
P(3-14 et paralléle ala droitd'=<y= 20+ 2.
z=-0+3

On donne les pointé (3;2;-1), B(1-2;1), C(5;6;-3 et D(6;8;4).

a) Les points C et D appartiennent-ils a la droite YAB

b) Le point T appartient a la droite (AB) et son abseivaut—4. Calculez ses autres
coordonnées.

2x—-3y+5z=7

et le planmt=x-y+z=5. La droite d perce-t-
X+2y-7z=0

On donne la droitael E{

elle le plantt ? Si oui en quel point ?

Déterminez l'intersection des droites
N 5 x=k-1
X+ty-z=-
= y et d'=q y=2k .
2x-y+6=0
z=2
x=k-1 x=-1l+a+p
Déterminez l'intersection de la droite=< y = 3+ 2k et du plant={ y=2+3a
z=-k z=-3-a-f
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x =3+ak
64) Discutez, en fonction du réek, la position de la droited ={y=2+ 2k et du plan
z=0-k
T=3Xx—-2y+5z=1.
65) Déterminez lintersection des droites
X=a+1 X= 3[3—1
d=<y=-20-3 et d'=s<y=-3-4
z=30 z=B3+2
X=-0+f
. : : . : X+y=5
66) Déterminez l'intersection de la drmtbz{ et du planm=Jy=-2a-3-1.
-y-3z=1
z=a-p-2
67) Déterminez un systéme d’équations cartésiennesaddrdite d passant par le point

X-y+3z=2

P(1,0- 1 et paralléle a la droitd'z{ }
2x+y-z=4

68) Déterminez une équation cartésienne du ptarpassant par le poinP(2;— 11;—5) et
X=200-8
orthogonal a la droite = y=3a
z=5-2
69) Dans un R.O.N. on donne les poi{-2;1;-5), A(118;3), B(9;0;-5), C(-7;0;1] .et

D(9;5;4).
a) Ecrivez I'équation de la sphéfede centreQ et de rayon 13.
b) DéterminezS n (AB).
c) DéterminezS n (AC).
d) DéterminezS n (AD).
70) Dans un R.O.N. on donne les poif241;-3;-4) et A(-2;1;-4).
a) Donnez une équation de la sph&ele centreQ et de rayon 5 puis vérifiez que A
appartient as.

b) Déterminez une équation cartésienne du ptapassant par A et perpendiculaire a la

droite (QA). Ce plan est appef#an tangenta la sphere au point A.

c) DéterminezS n .
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