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CHAPITRE I

GEOMETRIE DANS L'ESPACE

COURS

Définitions, notations et premieres propriétés

Les points dans I'espace sont notés, comme ceux du plarjgmtettres majuscules :
A B,C, ...

Les droites dans l'espace sont notées, comme celles du plan,des lettres

minuscules : d, a, b, .....

Par deux points distincts A et B de I'espace ilspasxactement urgroite qu’on note

(AB). On définit de méme Isegmentde droite| AB] d’extrémités A et B et ldemi-

droite [AB) d’origine A passant par B. Ldistanceentre les points A et B sera notée

AB, comme dans le plan.

On dit que plusieurs points A, B, C, D.... satignéss'il existe une droite qui passe

par tous ces points.

Lesplansdans I'espace sont notés par des lettres grecaimescules Tt a, 3, ....

Pour représenter un plan «en perspective » oninde main levée) une sorte de

parallélogramme :

Par trois points non alignés A, B, C de I'espagebise exactement ptan qu’'on peut

noter (ABC).

On dit que plusieurs points A, B, C, D.... saoplanairess’il existe un plan qui passe

par tous ces points. (trois points sont toujouEamaires !)
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* Quatre points non coplanairésment lessommetsd’un corps appelé&traédre (tétra
veut direquatreen grecedrevient d’un mot grec signifiarface : ce corps a 4aces

triangulaires et @rétes On peut dire aussi que c’est yngamide a base triangulaire.

A

C

* Untétraedre régulier est un tétraédre dont les 6 arétes ont la ménggiéur ou, ce qui

revient au méme, dont les 4 faces sont des triarégjailatéraux.

2) Positions relatives de deux plans

Soientty et 1, deux plans de I'espace. On a trois possibitités

* T, NT,=T,=T,:les deux plans sonbnfondus

e T nT,=0 :les deux plans sostrictement paralléles




Remarques
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o Comme pour les droites dans le plan, on ditdgiex plans et 1, sontparalleles et

on notert, || 1T, Si et seulement si ils sont confondus ou strictgmparalléles.

o Sideuxplans forment un angle d80° on dit qu’ils soniperpendiculaires et on note :

m U,

0 Le terme «sécant » vient du latin « secare » eut dire « couper ». Voici d’autres

termes mathématiques ayant la métyenologie bissectrice, intersection, segment.

3) Positions relatives de deux droites

Soient a et b deux droites de I'espace. On a gpassibilitésconcernant I'intersection des

deux droites :

an b= a= t:les deux droites sonbnfondues
an b={ I} : les deux droites sostcantesen | (elles se coupent au
point ).

anb=0 et a et b sont coplanaireon dit que a et b sont

strictement paralléles
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* anb=0 etaetb ne sont pas coplanaires dit que a et b sont

gauches

Remarques

(0]

Si a et b sont confondues ou strictement paralétedit qu’elles sonparalléles et on
noteal| b.

Deux droites sécantes ou paralléles sont toujmpkacaires.

Dire que deux droites sont gauches revient a direllgs ne sont pas coplanaires.

Si a et b sont sécantes et forment un angl®@e(angle droit) on dit que a et b sont
perpendiculaireset on notea [ b.

Si a et b sont deux droites gauches et s'il existe droite ¢ perpendiculaire a a et

paralléle & b¢|| b et cl €) ondit que a et b sontthogonaleset on notea [ b.

b C

A
—_—mee]---»

La notion «d'orthogonalité » est donc un peu plgénérale que celle de
« perpendicularité » : l'idée étant que deux dmsit®n sécantes peuvent avoir des
«directions perpendiculaires »On a la méme notation pour les deux notions parce

gu’il 'y a pas de confusion a craindre.
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4) Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soient d une droite at un plan de I'espace. On a trois possibilités

e allm:ladroite a est « dans » le plan

e anmn={l} :onditque a eft sont sécants en | ou que a « perce » le

plan 1t au point |

e anm=0 :ondit que a estrictement parallélea Tt
Remarques
o0 Si a ettt sont sécants et forment un anglea® on dit qu’ils sontperpendiculaires
(ouorthogonaux) et on note : &l t. On peut montrer que :
alm - a estorthogonale a toute droite iseldanst
o Sia est danst ou strictement paralléle & on dit que qu’ils sornparalléles et on note
al| .
Exemples

Soit uncubede sommets A, B,C,D,E, F,GetH:
D C

E F
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o Droites gauches : (EF) et... (BH)et... (AC)et...

o Droites perpendiculaires :(AB) ... (EG) ... (FC)O...

o Droites orthogonales (pas perpendiculaire)4B) 0...  (EG)O... (FC)D...
o Plans paralléles(ABC)]|... (GFQ)]|...

o Plans perpendiculaire ABC) ... (ECG) ... (EDF) O...

o Droites paralléles & un plan(AB)]|... (FO)I...

o Droites perpendiculaires & un plan(AB) ... (FC)DO...

5) Propriétés
Les propriétés suivantes sont intuitivement évidgntelles sont donc données sans
démonstration.
a) Soientun point A et une droite d, alors combien y a-t-il de droites ou de plpassant
par A et paralléles ou orthogonales a d ?
» Si Ald il existe un seul plan qui contient A et d.

* |l existe une seuldroite d' telle queA Od"' etd| d".

» Si AQd il existe_une seuldroite d’ telle queA Jd" et d’ perpendiculaira d.

Si Ad il existe_une infinitéde droites passant par A et perpendiculdirds

» Il existe une infinit&de droites passant par A et orthogonales a d.
» Il existe une infinit&de plans passant par A et paralleles a d.
» Il existe un seuplan passant par A et perpendiculgire.
b) Soientun plan a et un point ACa, alors combien y a-t-il de droites ou de plans
passant par Aet paralléles ou orthogonalesa?
» Il existe une infinit&de droites passant par A et paralléles.a

» |l existe_ une seuldroite d’ telle queAld" et d'Ua .
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» Il existe un seuplan passant par A et parall@er .

» |l existe une infinitéde plans passant par A et perpendiculairas a

c) Soient ledroites d, d’, a, b et trois plansa, B3, y, alors :
e d0Oa = Odeux droites sécantes a et lbde dela] d et i «

d

[T

e d0Od' (orthogonales}y» [(n da etlda

* Enposant qdanf,a=anyetb=pnyona:

oapB=0OyOd all' b

d

Exercices 1 -6
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6) Projections orthogonales et distances

a) Projections orthogonales sur un plan

* Soient un point A et un plan : il existe une seule droite a telle qée]a et
ala . Le point d’intersection A’ de a et de est appelérojection orthogonale

de Asura etonnote A'=p,(A).

« AOa = p,(A)=A
» Soient d une droite ei un plan, alors on appelle projection de d sufensemble
défini par :p, (d) ={ p, (M) /MOd}
o SidOa alorsp, (d)={1} ou I0dna
En effet pour touM Od (M) Oa doncp, (M) =1
o SidXa alorsp, (d)=d"' ol d’ est une droite de .

En effet si A et B sont deux points différents deldrs leurs projections

A’ et B’ sont différentes puisqugAB) Xa , doncp, (d) =(A'B’)
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Soit A'=p,(A) et MOa avec M#A'. Si AzA' le triangle A(AA'M) est
rectangle en A’ dondM >AA" etsiA=A"' AA'=0 doncAM >AA"' =0 . Dans
le cas oM =A' on aAM =AA" . Ainsi :

OMOoa AA'<AM

En d’autres termes AA’ est la plus petite distadeeA a un point dex : on dit que

c’est ladistance de A au plana et on noteAa

b) Projections orthogonales sur une droite

Soit un point A et une droite d : il existe un splain a tel que Ada et dUa. Le
point d’'intersection A’ de d et de est appelérojection orthogonale de A sur d

eton note A'=p,(A).

A
d
A+
—t T Au

AOd = py(A)=A
OMOa py(M)=A"
Soient a et d deux droites, alors on appelle ptiojeale a sur d 'ensemble défini
par : p,(a) ={ p,( M) /MO g
o Si ald (orthogonale) alors il existe un plao contenant a et

perpendiculaire a d qui coupe d en un point |. d@séquent pour tout

M UOa (donc en particulier pour touM Ca) on a pd(M):I donc

Ps(8)={ }-
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o Si aX(d alors tout plan perpendiculaire & d coupe a eseuhpoint, par
conséquent chaque point de a a une projectionreliffé sur d donc
py(a) = d.

« Soit A'=p,(A) et MOd avec M#A'. Si AZA" le triangle A(AA'M) est
rectangle en A’ dondM >AA"' etsiA=A' AA'=0 doncAM >AA' =0 . Dans
le cas ouM =A' on aAM =AA" . Ainsi :

OMOd AA'<AM

En d’autres termes AA’ est la plus petite distadeeA & un point de d : on dit que
c’'est ladistance de A a la droite det on noteAd

7) Plan médiateur d’'un segment

* Rappel
La médiatrice d'un segmenfAB] dans un plan est la droite m qui passe par lemilidu
segment et qui est perpendiculairéﬁél?)). On montre que m est en fait le lieu des points P

du plan qui sont équidistants de A et B, c’est+a-due pour tout point P du plan on a :
POm < PA= PE

m
/*\
A% CA=CB
o7 %
4 h DA<DB
4 Y <
’ [N
ox D x\
Py oA Y
At St . EA>EB
i e
- -~
,” I i Y
g Tl m =
A ‘2‘ T T » B
N~~\~ ”I
s~~~ ’,
*~~_~ /t’

* Si A et B sont deux points de I'espatexiste une infinité de droites passant par ikemn|

de [AB] et qui sont perpendiculaires (&\B) . ce sont toutes les droites passant par | et
contenues dans le plgn passant par | et perpendiculaire(/&?)). Ce plan est appefdan

médiateur du segmenfAB]
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Soit POy, alors (AB)O(PI) (car (AB)Op) donc dans le plar(ABP) (PI) est la
médiatrice d§ AB] et par conséquemRA = PB.

Réciproguement supposons que P est un point étauitlide A et de B. SPD(AB) alors
P=1 donc POp. Si PO(AB) alors dans le plafABP) P appartient & la médiatrice de
[AB] donc(AB) O(PI) et par conséquent on a encorg|P.

Nous venons de démontrer la propriété caractéanistity plan médiateur c[eAB] ;

PO - PA= PH

Exercices 7 - 23

1)

EXERCICES

Les affirmations suivantes sont-elles vraies osdas ?

a) Si deux plans sont perpendiculaires alors toutéedmans 'un des deux plans est
perpendiculaire a I'autre plan.

b) Sideux plans sont perpendiculaires, alors tout pexrpendiculaire a I'un est paralléle a
lautre.

c) Si deux plans sont perpendiculaires alors il existeplan perpendiculaire aux deux
plans.

d) Deux droites perpendiculaires & une méme droiteps=malleles.
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2) Expliquez pourquoi deux droites a et b ont toujauns droite orthogonale commune.

3) Soit ABCDEFGH un cube :

E iy
Trouvez une orthogonale commune aux droites ...

a) (FG) et(AD).
AB) et(DG).
c)

d)

G)
)
AH)et(CF).
DH)

)

(
(AH)et(

(DH) et(AG).
(CH) et(DE).
f) (CF)et(AF).

4) Soit un point A, un plarx, la droite a passant par A et orthogonale aune droite b
passant par A, différente de a et orthogonale aduoite d dea . Montrez qu’alors d est

orthogonale au plafi déterminé par les droites sécantes a et b. (figure

5) Dans un plamx on a un cercl€ de diamétre[AB] et C un point d€ différent de A et de

B. Par A on mene la perpendiculaire a au gdapuis on choisit un point D différent de A
sur a (figure).

a) Montrez que{ACD) O(BCD).

b) Supposons quéB =10, CD=+/61 et DB =55. Calculez les longueurs des arétes,

les aires des faces et le volumetéuaédre ABCD.
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6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)
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Soient a, a’ deux droites sécantes et P un poapipartenant pas au plan déterminé par a et
a’. Existe-t-il toujours une droite d passant paphogonale & a et sécante avec a' ? Et si

oui, combien y a-t-il de telles droites ?
Soient deux points A et B et un plan Combien y a-t-il de planf o qui passent par
ces deux points ?

Soient deux triangles isocéles non coplanait¢sBC) et A(ABD) ayant la méme base
principale[AB] et M le milieu dgAB]. Que peut-on dire du plgMCD) ?

Soit ABCD untétraédre régulier et H I'orthocentre du triangle(ABC). Montrez que les
plans médiateurs de\B] , [BC] et[AC] se coupent en la droi{¢iD).

Soient a et b deux droites orthogonales, A, B dmuirts de a et C, D deux points de b.
Montrez queCA®* -CB” = DA?-DB? (indication : traitez d’abord le cas ou a et btson
sécantes).

Soit ABCD un carré de c6té x, d la droite perpenidice au pIar(ABC) passant par A et
E un point de d tel quAE =x (ABCDE forme donc unpyramide de base carrée ABCD
et de hauteur x). Calculez EB, EC et ED en fonatierx.

Soit ABCDEFGH un cube de c6té 10 cm,0[AB] et NO[EF] tel queAM =EN =2 cm

(le solide MBCNFG est uprisme droit de base triangulaire). Calculez l'aire totale des

faces du prisme et son volume.
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19)

20)

21)
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23)
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Soient A, B, C, D quatre points non coplanairesnivier qu’il existe une seule sphére qui
passe par ces quatre poirflBappel : si O est un point et r un réel positifappellesphére
de centre O et de rayon r I'ensemble des pointeNespace tel QuUOM =r)

Soient deux plans paralleles et 3. Déterminez lelieu (cad I'ensemble) des points
équidistants de ces deux plans.

Soient d et d’ deux droites paralleles. Détermiedizu des points équidistants de ces deux
droites.

Soient A, B, C trois point non alignés. Détermitedieu des points équidistants de ces
trois points.
Soit un plana, un point AQJa et k un réel strictement positif. Déterminez leulides

points M tel que MJa et AM =k (discutez suivant la valeur du paramétre k).

Soit une droite d et un réel strictement positifDéterminez le lieu des points M de
'espace tel quévid =k (ou Md est la distance du point M a la droite d).

Soit une droite d, un poinA Od et un réel positif k. Déterminez le lieu des psit de

l'espace tel quaMA =k (Md (discutez suivant la valeur de k).

Soit ABCD un tétraédre régulier (les 6 arétes amhEme longueur c), | et J les milieux de

[AB] et[CD] respectivement.

a) Montrez que(AB) O(CD).

b) Montrez que(1J) O(AB) et(1J) O(CD).

c) Calculez la hauteur du tétraédre en fonction de c.

d) Calculez l'aire totale et le volume du tétraédrefamction du rayon R de la sphere
circonscrite (cad qui passe par A, B, C et D).

Par rotation d’'un triangle équilatéral et de sorcleeinscrit autour d’'une de ses hauteurs,

on obtient un cdne et sa sphére inscrite. Démormuezsi le volume de la sphere vaut

4 dn?, alors celui du cone en vaut 9.
Une pyramide a pour base un rectangle ABCD et pommmet S tel quéSA) O( ABC)
a) Montrez queA(SAB), A(SAD),A(SBC) et A(SDC) sont des triangles rectangles.

b) Montrez que les 5 sommets de la pyramide appadi@gnéd une méme sphére dont

vous déterminerez le centre.

En coupant un cone de hauteur H et de base de Rymar un plan perpendiculaire a sa

hauteur on obtient un solide app#fénc de cbnequi a une grande base de rayon R et une
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petite de rayon r < R. (ce solide a la forme d’batgour). On peut dire aussi que c’est la
surface engendrée par rotation d’'un segment deitarge (appelé génératrice du tronc de

cbne) autour d'une droite d :

a) Calculez la longueur d’'un arc de cercle d’anglgmesuré en rd)et de rayon r, ainsi
que l'aire du secteur angulaire associé (figure).

b) Soit un tronc de cone dont les bases ont commensalfoet r respectivement et de
génératrice c. Calculez son aire en fonction deeR¢.

c) Calculez le volume du tronc de cone en fonctioRdeet c.
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