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A) POINTS, DROITES, PLANS DANS L'ESPACE

1) Notations et premiéres propriétés

* Lespoints dans I'espace sont notés, comme ceux du planjgsatettres majuscules :
A B,C, ...

* Les droites dans l'espace sont notées, comme celles du plan, des lettres
minuscules : d, a, b, .....

e Par deux points distincts A et B de I'espace ilspasxactement urtroite (comme dans
le plan !) qu'on notd AB) ou (BA).

* On dit que plusieurs points A, B, C, D.... safignéss’il existe une droite qui passe
par tous ces points.

* Lesplansdans I'espace sont notés par des lettres grecamescules Tt o, 3, ....

e Par trois points non alignés A, B, C de 'espageadse exactement ptan qu’on note
(ABC).

e On dit que plusieurs points A, B, C, D.... saoplanairess’il existe un plan qui passe
par tous ces points.

e Pour représenter un plan «en perspective » oninde main levée) une sorte de

parallélogramme :

2) Positions relatives de deux plans

Soientty et 1, deux plans de I'espace. On a trois possibitités

. NTL =T, =TT, : les deux plans sonbnfondus
2 1 2

e 1 nT1,=0 :les deux plans sostrictement paralléles
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e mnT,=d (oudestune droite !) : les deux plans s#uants:

Remarques

0 Le terme « sécant » vient du latin « secare » qut dire « couper ». Voici une liste de
termes ayant la ménétymologie bissectrice, intersection, segment, sécateegbde
(ce gu'on peut couper, et non pas « coupable »aquin tout autre sens!), secteur,
section, sectionner, secte, sectaire, dissectiviseetion, insecte (animal « découpé »,
dont le corps est formé de plusieurs volumes nett¢mhistincts)

o On dit que deux plang et T, sontparalléleset on notert || 1T, si et seulement si ils

sont confondus ou strictement paralléles.
o Si deux plans forment un angle 86° on dit qu’ils sont perpendiculaires et on note :

T Om,

3) Positions relatives de deux droites

Soient a et b deux droites de I'espace. On a gpassibilités:

* an b= a= k:les deux droites sonbnfondues.

* an b={ I} . les deux droites sosgcantes en [(elles se coupent au

point ).
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e anb=0 et a et b sont coplanairen dit que a et b sont

strictement paralléles

L

e anb=0 etaetb ne sont pas coplanaires dit que a et b sont

gauches

Remarques

o Siaetb sont confondues ou strictement paraligfedit qu’elles sonparalléles et on
noteal| b.

o Deux droites sécantes ou paralléles sont toujmpkacaires.

o Dire que deux droites sont gauches revient a ditellgs ne sont pas coplanaires.

0 Sia et b sont sécantes et forment un anglée(angle droit) on dit que a et b sont
perpendiculaires et on no& b.

o Sia et b sont deux droites gauches et s’il existe droite ¢ perpendiculaire & a et

parallele & b¢|| a et cl k) ondit que a et b sontthogonaleset on notea [ b.

o| e

o Deux droites perpendiculaires sont aussi orthogsnalais I'inverse est faux !
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4) Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soient d une droite at un plan de I'espace. On a trois possibilités
e allm:ladroite a est «dans » le plam
e anmn={l} :onditque a eft sont sécants en | ou que a « perce » le

plan 1t au point |

e anm=0 :ondi que a estrictement parallélea 1t
Remarques
o Sia etm sont sécants et forment un anglea® on dit gqu’ils sonperpendiculaireset
on note : d11t. On peut montrer que :
alm~ a estorthogonale a toute droite iseldanst
o Sia est danst ou strictement paralléle & on dit que qu’ils sornparalléles et on note
ajl m.

Exercice 1

B) VECTEURS DANS L'ESPACE

Les vecteurs dans le plan et les vecteurs darsalbessont définis exactement de la méme

maniére et ils ont les mémes propriétés. Cettéepdutcours peut donc étre considérée a la

fois comme une révision et une géneéralisation ddom® déja traitées les années

précédentes. Nous noteranbensemble des points de I'espace.

1) Exemple : force exercée par un aimant

Tout le monde sait qu’en placant des billes enaiervoisinage d’'un aimant (Magnet),

celles-ci sont soit attirées, soit repoussées plai-ci. En physique on parle d’urierce

(d'attraction ou de répulsion), notée, exercée par I'aimant sur ces billes et cellesti e

représentée par déschespartant de chacune de ces billes.

-5-
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Voici 'exemple d’'un aimant (rectangle rouge) gttire les billes (points noirs) :

ml

S/
LSS
S

S

... et 'exemple d’'un aimant qui les repousse

M|

2

yozd
// Vs

On constate que sur chacune de ces deux figurestias flecheent :

» laméme longueur: celle-ci caractérise en efféintensité de la force (ainsi les
fleches de la i figure sont moins longues que celles fafigure : c’est que la
force d’attraction de la"figure est moins importante que la force de répuals
de la Z figure)

« la méme direction (les fleches sont toutes paralléles)celle qui est

perpendiculaire & la surface de I'aimant tournés \&s billes et qui indique la

direction dans laquelle celles-ci vont se déplaosis 'impulsion de la forcé
« le méme sens: sur la I figure les fleches sont tournées vers I'aimantrpou
signifier que les billes sont attirées par I'aimahtvont donc se déplacer vers
celui-ci, alors que sur la°2igure les fleches sont orientées dans le senssgpp
pour signifier que les billes sont au contraireotegsées par I'aimant et vont
s’éloigner de lui.
La notion de «force » en_physiguecorrespond a la notion de vecteur » en

mathématigues
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2) Définitions et notations

Définitions

Un vecteur est unensemble infini de flechegii ont toutes :
0 mémedirection
0 mémesens
o mémelongueur appeléaorme du vecteur

Chacune de ces fleches artreprésentantdu vecteur.

/

B///( ///( ///’
/A////
. TS

u=AB
Notations

e un vecteur peut étre noté de deux manieres :
0 une lettre minuscule surmontée d’une fléche, p:&x, W, a,b,..
o0 deux lettres majuscules, désignbmtigine et I'extrémité d’'unreprésentant
particulier du vecteur, surmontées d’une fléch@,xp:ﬁ

» la norme d'un vecteut est notée(|

* I'ensemble de tous les vecteurs de I'espace eéfhot

Remarques
e pour connaitre un vecteiiisuffit de connaitre un seul représentalat vecteur !

« la norme du vecteuAB n'est rien d’autre que la distancede AaB

|e| =48

«  lanorme d'un vecteur est un nombre réel positiidu Vi€V |t|eR,

. En classe de®5vous avez vu qu’une translation qui transformenABeest notée

t.5 1 ondit que c’est la translation de vectdn !

-7 -
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Cas patrticuliers

« Le vecteurAA est le seul vecteur de norme nulle. En effet :
‘Fﬂ:o@AB:o@A:B

De plus ce vecteur n'a pas de direction (ou tolgeglirections, ce qui revient au

méme...) donc pas de sens non plus ! Ce vecteur pstéagcteur nul et il est
note O :

6=AR=BE=CC= et [g=c

* Un vecteurl tel que|t| =1 est appeléecteur unitaire.

* Soient A et B deux points distincts, alors les eacs AB et BA ont méme

direction (car (AB)=(BA)), méme norme (carAB=BA), mais des_sens

opposés on dit queBA est levecteur opposéle AB et on note
BA =-AB

De maniere générale, deugcteurs opposési et— U sont deux vecteurs qui ont

méme direction, méme norme et des sens opposés.

Propriété

Soit un vecteuit et un point A, alors il existe un sepbint B tel quel = AB (c’est-a-

dire qu’il existe un représentant unigdet qui admet A comme origine).

a0y OAOE OBOE G=AB

=l
m
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3) Egalité de deux vecteurs
D’aprés la définition d’'un vecteur, dewecteurs sontégauxsi et seulement s'’ils ont

méme direction, méme sens et méme norme
Soient A, B, C et D quatre points de I'espageajuelle condition a-t-oMB =CD (*) ?
Remarquons que (*) signifie que les deux flechedigqui va de A vers B et celle qui
va de C vers D) sont deux représentant du mémeuweet que ceci n'est possible que

si A, B, C et D sont coplanair@siisqu’on doit avoif{ AB) || (CD).
Supposons pour commencer que A, B, C et D ne smnalignés. Il suffit alors de faire

une figure pour voir tout de suite que
AB =CD - (ABDC) = # (parallélogrammg

CcD 1

i’/,’//-‘B
’ AB

Or nous savons qu'on peut définir un # en disant gast ¢in quadrilatére dont les

A

diagonales se coupent en leur milieu :
(ABDC) =# = milieu dd ADj = milieu dd B§= M

D

MA=MD
MC=MD

Or cette définition s’applique aussi quand A, B C,ddtsalignés : on parle alors d’'un

« parallélogramme aplati». Ainsi sur les deux figures suivantes (ABDC) est un #

puisque M est le milieu & chaque fois des « diagonajéé»} et [BC| et on voit bien
que les deux fleches sont deux représentants du mémervecteu

C cp D

A AB B

> e -

M




4)

[1° CD — math | — chapitre Il — Géométrie dans I'espac

A A_ﬁ C B ai D
.................. : : : :: .-_._-4_.-_._.-_._-._.-_._b..u...................
M
Conclusion
OA,B,C,DOE AB=CD - (ABDC)=#
Remarque

Sur les figures on voit facilement que :

(ABDC)=#« AB=CD

< BA =DC
< AC=BD
< CA=DB

Multiplication d’un vecteur par un nombre réel

« Exemple des aimants :

En replagant un aimant par un aimant 2, 3, ... k(fkis R’, ) plus fort, la force exercée
sur les billes gardera la méme direction et le méems mais son intensité (c’est-a-dire
la longueur des fléches) sera « multipliée » p&@ 2,.. k. La nouvelle force sera alors
notée 2-73, 3F .. k-r:, ce qui définit une multiplication d’'une force (@od’un
vecteur) par un réel positif.

- — -

Il semble alors naturel de définik2-F, -3[F, ... , —k-F comme les forces (ou

vecteurs)opposéesux forces2-F, ... k-F et de pose0-F= k- 0= 0, ce qui nous
ameéne a la définition suivante :
« Définition

SoitdieVetkeR, alorsk-U est le vecteudéfini de la maniére suivante :

0 sii=0ouk=0 alors:0-ti=k-0= 0
0 siti=0 etk>o0alors:

a méme direction que

cl

- k-

- k-U améme senguet

- ket =kJg =[K-[d

-10 -
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0 sili=0etk<Oalors:
- k-U a méme direction que

- k-U alesens opposée U

- ket =—k-[u=K-[Y

 Remarque Dans toudes cas on @000V OkOR ||k =|K Y

» Exemples
=
u
—
2u _
— -
3u o
1=
L, = -y
-1u
- ————
-
__ -2u
n —
- -3u
15
- _Eu

On voit que toutes ces fleches, c’est-a-dire tesséprésentants de et dek-u, ont
méme directionOn exprime ceci en disant queet k-U sontcolinéaires
» Définition
On dit que deux vecteurs et V sontcolinéairesssi il existe un nombre réel k tel que
U=k ou V= k[
» Propriétés
o 0 est colinéaire a tout vectetircar 0= 0- U

0 si on convient qué atoutes les directionsalors on peut dire deux vecteurs sont

colinéaires ssi ils ont méme direction

0 En observant les deux figures suivantes :

figure 1

— —_—

C C AB B

>

A, B, C sont alignés eAB et AC sont colinéaire

-11 -
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figure 2

A, B, C ne sont pas alignés &B et AC ne sont pas colinéair

on voit que :

OA,B,COE A, B, Csontalignés=  AB et AC sooblinéaires

5) Addition et soustraction des vecteurs

 Exemple

Reprenons I'exemple des billes soumises a la féyced’un premier aimant (rouge sur

la figure) et rajoutons un deuxiéme aimant (bleui) @xerce la forcel?2 de direction

différente sur les billes :

Lf/z/ [7/
LAL//

Alors I'expérience montre que tout se passemme sies billes étaient attirées par un
troisiéme aimant (invisible) dans une directiomteimédiaire » avec une forde

représentée par les fleches vertes :

-12 -
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%
ZZZ
p e

A B F =AD

I‘=
De plus cette forceEr, appeléeforce résultante en physique, est telle que ses

représentants forment la diagonale d’un parall@agnedont les cotés sont formés par

les forcesk, etF, :
SiFE = AB etF,=AC alorsF = AD avec (ABDC) = # (¥)

Si les deux force$?l et EZ ont méme directiota relation (*) reste valable et (ABDC)

est un # aplati.

Si EZ = —El la force résultante sera la force nulle !

En mathématique cette force résultante est appetémedes deux vecteurs.
Définition

Soientu et Vv deux vecteurs, alors on appallemme de ces deux vecteufs vecteur,

noté U+ Vv, dontun représentangst construit selon I'une des deux regles (égentak)
suivantes :

Régle du parallélogramme:

On choisit un point quelconque A, puis on constrifioint B tel queti = AB, le point
C tel queV:rC, puis_lepoint D tel que (ABC) = # (éventuellement aplati, si les

deux vecteurs sont colinéaires). Alars-v= AD :

-13 -
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cl

Régle simplifiée:

Sur la figure précédentE —BD puisque (ABDC) = #, donc il suffit de construire le
représentant dev d’origine B, c’est-a-dire_lepoint C tel quev= BC et on a

directementi+ v= AC, sans passer par le # :

<l
cl

Remarque
La regle du parallélogramme consiste a choisir deyxésentants dexéme origine

(AB etAC), alors qu'avec la régle simplifiée on choisit Eeaprésentantsonsécutifs
(ABetBC).

Il est facile de voir sur ces figures que pour tausLJY ona:

> o+ <]+ (inégalité triangulaire)

> |[u+V]=[u|+|V = ©etvont méme se

La régle simplifiée montre que :

OA,B,COE AB+BC=AC

Cette formule, trés importanpour le calcul vectoriel, est appeddation de Chasles

Soustraction dansy

Nous savons qu’on peut définir la soustraction daxdnombres a et b a partir de

laddition en posant a— b= a+(— , c'est-a-dire que pour retrancher un nombre b

d’'un nombre a, on ajoute son oppo®d fait de méme pour définir la soustraction des

vecteurs :
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Constructionde G-V :
On choisit un point quelconque A, puis on constkeiipoint B tel queli= AB et le

point C tel quev=AC _Alors G-V = CB.

En effetU—T/:U+(—V):ﬁ3+(—A—C):H3+C—A:C—A+E!:C—B.

< |

=

Y

6) Propriétés du calcul vectoriel

Soientd, vV et W trois vecteurs quelconques et a, b deux nombeds ré

« L'addition des vecteurs esbmmutative :

En effet soient A, B, C trois points tels qiie= AB et ¥ =BC et D le point tel que
v=AD etii=DC, alors d’aprés la relation de Chasles on a:

i+Vv=AB+BC=AC et Vv+i=AD+DC=AC

<

R

Y

A

+ L’addition des vecteurs eaksociative;

—

U-+V)+ W= U+(V+ W)

En effet soient A, B, C, D quatre points tels diie AB, V=BC et w=CD, alors

(U+Y/)+\7V:(N§+BT§)+H§:A7§+E5=E d’aprés la relation de Chasles et on

_— =  ——

a de méme D’+(V+Vv):ﬁ+(ﬁ+ﬁ): AB+BD= AD.

-15 -
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D

- - — - - —>

W (utv)+w=ut+(v+tw)

<1

!

\us

Comme l'addition des vecteurs est commutative sbaative, on peut écrire une

B

somme de plusieurs vecteurs sans parenthésessettatdne qu’'on veut

U+V+W=V+U+W=W+U+V=...

0 est lélément neutrede I'addition des vecteursd + 0— 0+ U= |

—_—

En effet soient A, B deux points tels qﬁ&ﬁ, alors commed=AA =BB on a:

—

U+0=AB+BB=AB=0 et 0+U=AA+AB=AB=0 daprés la relation de
Chasles.

U+(~0)=(-0)+u= G

En effet soient A, B deux points tels qtﬁ’e:ﬁ, alors comme—ii=BA on a:
U+(-U)=AB+BA=AA =0 et (-U)+U=BA+AB=BB=0 d'aprés la relation

de Chasles.

1LU=1T et (-3 u=—"u et 0w [(évident?)

(ab)- U= a( b7y| et on écrit simplementabl

p.ex.a=2etb=3 u
—
3u -
6u=2(3u) _
(a+b)-U=aw by
p.ex.a=2etb=3 u
ﬂ — — —_
Su=2u+3u .
2u 3u




7)

[1° CD — math | — chapitre Il — Géométrie dans I'espac

Remarque
Ces propriétés montrent que les regles de calaulesuvecteurs « fonctionnent » de la

méme maniére que celles sur les nombres réels,gsoim ne peut PAS multiplier ou

diviser deux vecteurs entre eux

Equation vectorielle d’une droite

» Soit un point P et une droite a, alors il existac@ment une seule droiteqdi passe

par A et qui est parallele a a comme le montreglaré suivante :

a
P

N S

d
La droite d est donc entierement déterminée sommait un point de d et une droite qui
lui est paralléle, c’est-a-dire qui indique digection ! Or pour indiquer une direction

on peut également utiliser un vecteda direction de la droite d est connue si on

connait n'importe quel vecteWB 0ol Ald et BO d:

AB

d

Un tel vecteur est appelécteur directeur de d.

-17 -
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Une droite admet une infinité de vecteurs direggur sont tous colinéaires.

Soient deux droites a et b de vecteurs directg@uesv respectivement. Alors on a :

lall b~ U etvsont colinéaire

Soit d une droite définie par un point P et un eectdirecteuri et M un point
guelconque du plan. Deux cas peuvent se présenter :
1°" cas: M Od

U et PM sont colinéaires

2°cas: M Od

P

—_—

d PM

.
M

U et PM ne sont pas colinéaires

Conclusion :

OM M Od = PM et U sont colinéaire
- [KOR PM=k[

L’équation PM = k(@1 ol P est un point de @, un vecteur directeur de d et k un réel

est appelééquation vectoriellede d.

Définition

On dit queu et v sont deuwecteursorthogonaux, et on notetl [1V, si et seulement si

'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
o =0 ou Vv=C
o UzOouvzCetalb ou a et b sont deux droites quelconques de

vecteurs directeurs et v respectivement.

-18 -
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8) Eguation vectorielle d’'un plan

Définition

Soient U etV deux vecteurs de I'espace, on appetienbinaison linéaire de G etV

tout vecteur de la formpii+ gV

Soient U etV deux vecteursion colinéaireset A, B, C trois points (non alignés) de
lespace tel quai = AB et V=AC . Alors pour tout réel p il existe un poit(J(AB)

tel que AD =p (@ et pour tout réel q il existe un poit1(AC) tel queAE =qV. En
désignant par M Ipoint de I'espace tel qUADME ) =# on a:

pli+ (V= AD+ AE= AM :

Comme les sommets d’un # sont coplanaires dh{a(ABC), d’ou:
ThéoremeSoient A, B, C trois points non alignés élet M un point quelconque d&

alors :

M O(ABC) = AM est une combinaison linéaire deB&t AC

Conséguence
Soit un plana et A, B, C trois points non alignés de. Alors o =(ABC) et

M Oa = AM = combinaison linéaire de AB et de £ c’est-a-dire :

a ={M OE/AM =p [AB +q [AC avec p, q]R}

On dit queAB et AC sont deuxvecteurs directeurs(non colinéaires) der et que

AM =p [AB +q [AC est unéquation vectorielledea .

Ainsi pour connaitre un plan il suffit de connaitre un point et deux vecteurs

directeurs non colinéaires de ce plan.

-19 -
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9) Milieu d’'un segment

Soit M le milieu de[AB] :

0=
o

A

Il est alors évident que :

VAB.,M M =milieude [AB | <<MA+MB =0

Interprétation physique :

Placons un baton [AB] sur la pointe d’'un cone esitmn parfaitement horizontale,
puis lachons-le : si le baton repose en son mMesur la pointe du cone, le baton reste
en_équilibre si par contre il repose sur un point C différémtmilieu, il y a déséquilibre

et il va tomber.

A

(équilibre) (déséquilibre)

Le vecteur MA (respectivemenﬂ\ﬁ ) représente la force exercée par I'extrémité A
(resp. B) du baton sur le point M et I’égalm +MB =0 exprime le fait que la force
résultante est la force nulle : il ne se passe ebéaton reste en équilibre !

Par contre la force résultan@A + CB= 0 n'étant pas nulle, elle va entrainer le baton

vers le bas (il tombe)...
Conclusion:
Le milieu est le point d’équilibre appaténtre de gravitéedu segment (du baton).

10) Centre de gravité d’un triangle

Interprétation physique :
Soit ABC un triangle (découpé dans une plaque hemsgp. ex. une plaque en bois).
Nous allons chercher « le point d’équilibre » detr@ngle, c’est-a-dire le point G tel

que le triangle posé horizontalement sur ce pesteren équilibre :
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(équilibre) (déseéquilibre)

Comme pour le baton, les vecteuB®, GB et GC représentent les forces exercées
respectivement par les sommets A, B et C sur Ietgsi Le point d’équilibre est alors
caractérisé par 'égalit&A + GB+ GC= 0, alors queMA +MB +MC %0 .

Définition

On appellecentre de gravitéd’un triangIeA(ABC) le point G tel que :

|GA+GB +GC = 0|

Propriétés de G

Soient un triangleA(ABC), A', B’, C’ les milieux respectifs des c6t¢8C]|, [AC],

[AB] et G le centre de gravité, alors :
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démonstration :

- 3[GA+AB+AC =0

- AB+AC = -3[GA

-~ AB+AC =3[AG

~ 2[AA’ =3[AG (voir exercice 1)
- AG=2AA

3

Les deux autres égalités se démontrent de facdogarea(exercice !)

o |GO(AA')n(BB')n(CC)

démonstration :
Nous venons de montrer que les deux vectéuxs et AG sont colinéaires, donc

les points A, A’ et G sont alignés (propriété p) &2par conséquei@ (AA'). On
montre de méme que (BB') et GO(CC), d'ou le résultat.

Remarque
Comme les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont les troigdianesdu triangle, nous
venons de montrer que G est le point d’intersectioredereéédianes !

Exercices2 a1l

C) VECTEURS ET COORDONNEES

1) Repeéres
a) Reperes d’'une droite
. M OM=kOl c:)
+

e Soit d une droite e®, I0d avec O¢ , alors :
OMOE MOd <« (kOR OM =k DI (¥

* De plus ce réel k est unique
En effet s'il existait k et k' tel quOM =k [DI et OM =k'[OI alors :
kOI=k'DI = (k-k)OI=0~ k=k'ouOl=0, or Oi #0, donck =k".
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Définition
L'unique réel ktel queOM =k [DI est appelé #bscisseadu point M dans leepére
(O,a) d’origine O. On noteM(K) .

Ainsi : M (k)dans( O,T)) - OM= KIO

b) Repéres d’'un plan

Soita un plan et O, |, J trois points non alignésodealors on a d’apres le

théoreme page 19 :

M O(Ol)=a ~ OM est une combinaison linéaire deeDOJ
- [p,q0R telque OM= IOk @1 0OJ

De plus le coupldp,q) est unique

En effet si OM = p[OI +q[DJ et OM =p DI+ qLOJ alors :

p[OI+q0J= prlOk 103 ( p PO OF( &' ) C(¥.

Mais alorsp—p'= 0 car sinon on auraiI :LqIE(lTJ et O, |, J seraient alignés

(puisqueOl et OJ colinéaires) ce qui est contraire a I'hypothése.d@nséquent

et (*) devient :
0I=(q-q)0J= 0=( ¢ §JO0F* & g OouGy

doncq'-qg= 0 puisqueOi #0 eton a égaleme, cqfd.
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Définition

L'unique couplede réels(p,q) tel que OM =p[DIi+qLDJ est appelé le couple

descoordonnéesdu point M dans leepére (O,GI,HJ) dea d'origine O. On note

M(p,q), p est appelédbscisseet q 'ordonnéede M. Ainsi :

M (p.q) dan{ 0,0,0p~ OM B Ot G§ O

Cas particuliers

Si OI 0 OJ on dit que(O,ﬁl,Ej est un repérerthogonal et si de plus les deux

vecteurs sont unitaires, c’est—é—direﬂ@” :Ha‘ =1, on dit qu’on a umepére

orthonormé : on noteR.O.N.

c) Repéres de I'espace

Soient O, |, J, K quatre points non coplanaires]KO¢ tétraédre) et M un point
guelconque dans 'espace.

Alors il existe une droite d unique qui passe pagtMui est paralléle & OK : cette
droite coupe le plan OlJ en M’ eton ®M =OM'+M'M (1).

Dans le repéréo,ﬁl,ﬁj du plan Ol M’ (p,q) donc OM’ = p[OI +qLDJ (2).
D’autre partM'M et OK sont colinéaires (puisqud'M =d || OK ) donc il existe un

réel r unique tel qu&i'M =r [OK (3).
En remplagant (2) et (3) dans (1) il vier®M = p[OIl + qLOJ+ 1COK.
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Définition

L'unique triplet de réels(p,q,r) tel que OM = p[Ol+q[DJ+ TIOK est appelé le

triplet descoordonnéesdu point M dans leepére (O,GI,GJ,?@ d’origine O de

l'espace. On notéM(p,q,r), p est appelé dbscisse q 'ordonnée et r lacote de

M. Ainsi :

M (p.q,r) dans( O,T)I,—OJ,—O)(«:» "OM F O O C

Les trois vecteurs du repére sont souvent notést k et le repére(O,T,],R).

Cas particuliers

Si les vecteurd, jet k sont deux & deux orthogonaux on dit o((D{i,], R) est un

repéreorthogonal et si de plus les trois vecteurs sont unitairésst@-dire si

M = H]H = HIZH =1, on dit qu'on a umepére orthonormé : on noteR.O.N.

Conclusion
Un repére est toujours constitué d’un point fixpelp origine du repere et :
0 d'un vecteur directeudl dans le cas d’une droite
O de deux vecteurs directeurs non colinéaires dans leuwagldn
O de trois vecteurs dont aucun n’est une combinaison lséas deux
autres (ce qu’on exprime en disant qu'’ils doréairement indépendants
dans le cas de I'espace.
Pour repérer un point M il faut donc

0 1 abscisse sMOd :M(p)
0 2 coordonnées sV Da : M(p,q)

0 3coordonnées 1€ :M(p,q,r)

On exprime cette derniere propriété en disant quinoite est ddimensionl, un

plan de dimension 2 et 'espace de dimension 3.

Exercice 12 - 14
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2) Coordonnées d’'un vecteur

Soit (O,T,],R) un repére quelconque d& nous venons de voir que chaque point de

'espace est repéré par 3 coordonnées dans ceerdp@us allons voir maintenant qu'on
peut également repérer un vecteur de I'espace paot8lonnées dans ce repére !
a) Définition
Soitlic V etM(p,q,r) le point de€ qui vérifie i = OM (voir propriété p g alors :
G=OM=pi+qj+rk

On dit que(p,q,r) est le triplet desoordonnéesde T dans(O,T, J,R) et on note :

p
t(p,g,n) oul|q
"

p
Ainsi il ql dan Ojijjjl}ﬁ “u= pir qf T
r

=X

Remarques
e Prendre les mémes coordonnées pour le point Mwetlpovecteurtd se justifie par

le fait qu'un vecteurd est entierement déterminé quand on connait unede s

représentant©M .

* La notation « verticale »les coordonnées est utilisée exclusivement poair le

vecteurset servira souvent a remplacer dans un « calatbxiel » un vecteur par
cette « parenthese en hauteur »contenant ses coéso

* |l résulte de ce qui précéde que deux vecteursdéux points) sont égaux si et
seulement s'ils ont les mémes coordonnées darepéma donné.

b) Formules valables dans n'importe quel repere

* SoientA(X,,Ya.2, )€EE etB(Xg,Yg.25)€E, alors:
AB =AO +OB
—OB-0A
:(XBT+yBT+ZBE)_(XAT+yAT+ZAE)

- g

= (Xe = Xp) T+ (Y5 ~¥a)] +(25 2, )K
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Xg = Xa
Dot |AB|y, —Y,

Zg —Za
-6 6
Exemple :A(5,—3;7), B(—10;9), alorsAB| 3 | et BA|-3
2 -2
XU XV
Soientu|y, |, V|y, | eta €R, alors :
z z

u A

u-U:u(queruTJrzu_R):uxu7+uyuT+az K, dob:

ax,
a-Ulay,
az,
V=X, 1 +Y ] +Z kX0 +y,j+2 K
= Xy +X,) T +(Y +Y,)T +2.+2,)K
XU+XV
dou: a+viy,+vy,
z,+z,
4 -8 12 56 —4
Exemples : U|—5|, v| 11|, alors :3-u|— 15, —7v|—77|, U+ V| 6 |,
—7 3 21 -21 -4
4 -8 8 40 48
2.U-5Vv=2|-95- 5/ 11=|-1 -5 — Of.
~7 3] |-14 (-1 (-2

Milieu d’'un segmenfAB] :

M = milieu de[AB](:»erW?;zﬁ

Xp =Xy Xg — Xy
S Ya—Yu|T|Ys —Yu =
Zp — 2y L4
X, 1+ Xg — 2%y, 0
S| Yat+Ys—2¥ |=|0
Z, + Z3 — 23, 0

ol
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X, +Xg —2%X, =0
< iYat+Ys —2yy =0
Zy+2,—2%,=0

XM:XA—;XB
(i,‘yM:yA;yB
ZM:ZA—;ZB

Dol : [M =milieu de[AB]@ M XAJZFXB ;yA;yB ;ZA J;ZB

« Centre de gravité d’un triangla (ABC)

Xa —Xg Xg ~Xg Xc =™ Xg
GA+GB+GC=0< | Y, =% [*| %= Y% |*| %~ ¥% |= 0

Zy 2 54 LT 5
X, +Xg X —3Xg 0

< | YatYe tYc—3Ys |=| 0
2, +z,+2. -3z 0
X, +Xg +Xe =3Xg

< yA+yB+yC:3yG
ZA-'_ZB-'_ZC:&G

D'ou :

G = centre de gravité d&( ABG EatXeTXe YaTtVo Ve ZatTHT%
3 3 3

Exemples :
A(—17;8-9), B(23;0,— 11, C(—2;15 24 alors :
milieu de[AB] : M (3;4;—10)

centre de gravité diA(ABC) :

G —17+4 23— 2 8+ OF 15— 9 11 2]4_ G[__4_2_§_1
3 3 3 333" 3
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c) Eormules valables uniquement dans un R.O.N.

On suppose maintenant q(@,T,],R) est un R.O.N..

« Norme d’'un vecteur

Soit |y, | et les pointsA (x;y,;Z,), B(x,;y,;0) et C(x,;0;0).
z

u

_ = = ——  —  —

= le triangle A (OCB) est rectangle en C do@B = OC + CB (Pythagore)
= le triangle A(OAB) est rectangle en B dor@A” = OB’ + BA~ (Pythagore)

= Dol OA =0C + CB + BA” (1).

A
zk 1
. L1} : A
L
.
: \-“j
- A -—
o o
P i :
CJ.'. ------------------- ---‘—‘l'B
o 58=08= ] =Ix[{=Ixl =1 @
C_B: C—)B“: yu_j :|yu| _j :|yu|'1:|yu| (3)’

BA = BA| = zuE||:|zu| Kl=|z,]- 1=|z @).

En remplacant (2), (3), (4) dans (1) il vient :

Jof = [OA]" = OR” —|x " 4y ]2,/ = e+ 2 2

dou : o] = +y2+22
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Exemple :
7

06|, U] = {7+ V6 + (-3 =20+ 6F o ¢
-3

» Distance de deux points

SoientA (X,, Y4,z ) et B(Xg, Y5, 25), alors:

Xg —Xa
A8 = 8] =|lys 3. | = oo Xa S+ e Y oo 2
Zyg—Z,

Exercices 15 - 21

D) PRODUIT SCALAIRE

1) Deéfinitions

a) Angle formé par deux vecteurs non nuls

Soient U et v deux vecteurs non nuls et A, B, C trois pointsn(adignés) de I'espace
tels queli= AB etV=AC :

C

<1

Ad

Y
®

=

27-0

L'angle 6= BAC, indépendant des représentantsidet vV choisis, est appeléngle

formé par les vecteursii etV et est noté parfoi§li, V). En fait G etV forment deux

angles :0 et 2n—0, dont I'un est saillanfc’est-a-dire de mesure comprise entre @ et
radians), I'autre rentran(c’est-a-dire de mesure strictement comprise entret 2x

radians). Or comme on va le voir tout de suite,snog nous intéresserons qu’au

cosinusde cet angle et comnms( 2t —6) = co$—0)= co&, nous choisirons toujours

celui des deux angles qui est saillaf@ <6 <~
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b) Produit scalaire de deux vecteurs

Soientd, ve V, on appellgroduit scalaire de U par vV le nombre réelnotéd-v (on

lit : « U scalairev »), défini par :

I of
|

. ouv= (
U-v=

—

0 siu=
[t]-|V]- co® s Defw= ¢

—

o1 6= (U, V) étant rangle (saillant) formé par les deux vecteu

Exercices 22 et 23

2) Interprétation géomeétrigue

—

Soientli= AB=0, V=AC =0 et =(,V).
e 1%cas:0=0
Alors U etV ont méme sens @ V=]t |V cos0= ||} || = AB AC

- -
0=0 u
-9 -9

A C B

e 2°cas:f=m

Alors U et v ont méme direction, des sens opposés et
0-V=[d]-[¥- cost=| Y| §-(— 1=—|"%|"}y=— AB AC

0=mn

c A B
e Fcas:h=_
2
Alors T LV etd-v=|u-|¥ COS%:”_’l"-”_’#- =
C
i
U4-v=0
-
v
0 -
A-—‘ v --.B
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e 4cas:0<f<>

Soit H la projection orthogonale de C sur AB, aldx§AHC) est rectangle en H donc

cosh= 2 o par conséquentit- V=T [V|- cod = AB AGEH _ 2B AR,
AC AC
C
1
' E——
H U-V= AB-AH
l
1
1
1
1 -
1
I u
& o
H B

. 5eCaSZ%<9<TY

Soit H la projection orthogonale de C sur AB, aldx§AHC) est rectangle en H donc

COS(TY—@):i@— cod =2 o cog= A ¢ par conséquent :
AC AC AC
0.V =[] co9 = ABAC|- 22 |~ —ABAH.
AC
C
U-Vv=—AB-AH
u
o ]
B
3) Expression analytigue
XU XV
Soit (O,T,],R) un R.O.N., G|y, |, V|y,|, A B, C trois points tels quéi=AB et
VA Z

u \

—_

v=AC etf= (U,Y/). Nous supposerons d’abord que_les deux vectentsea nuls alors

trois cas peuvent se présenter :
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1* cas:0=0
X, =Kk-X,
Alors il existe un réel positi tel quev=k-ti< 1y, =k-y, etona:
z,=k-z,

U-v=|u]-[¥]- cos0
=kt 2
=l K[g (cark> 9
[
= k(X +yi+2i)
= kx2 +ky? +kz?
:XUkXU+yUkyU+ZUkZU
:XUXV+yUyV+ZUZV

2®cas:f0=m
Alors il existe un réel négatiftel quev=k-u etona:
U-v= g |- cosr
=g-%-dl-(-3
=[] (~k)[5l- (-1 (caf k= kpuisquek
="
=-- (voir1” cag
=X X, YWY, +2,2,

o 3fcas:0<fH<m

<

P

A o B

Alors ABC est un triangle et d’apres le théorémedsinus on a :
BC =AB’ +AC —2-AB-AC-cosd < 2 AB AC co$= AB+ AC- BC.
Or  AB-AC-cost= Y|} co®="u,

AB =i =] +y; + 23

AC =[] =2 +y2+22,
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—» —

8C =[eq| V=t == %) +(y, - ) +(z - )"
20V=X+ Y+ Z+ X+ ¥+ Z— (%= %) —(%—Y) (2 32)
dol: < 2-U- V= 2x,X,+ 2y, Y, + 27 Z
& U-V= Xv+yuyv+zuzv

Nous avons donc montré quelseét v sont deux vecteurs non nuls on a :
U-V=x,X,+Y.¥, + 2,2, (¥
Si U=0 alors G-V=0 (par définition) et d'autre partx,=y,=z,=0 donc

0-x,+0-y,+ 0 z = C, ce qui montre bien que la formule (*) reste v&iqhnurazf).

D'ou :
Théoreme
X, X,
Pour tous vecteurg|y, | etV|y, | dans urR.O.N.on a:
Zu Y
U-v= XuXy + YuYv+ZyZy
Remarque

L’expression analytique dé- v permet de calculed = (U V). Exemple :

1 -3
Sit|—2|, V| 4 | dans un R.O.N. alorg:-V=1.(—3+(— 2 4+ 3 0=— 1 et d’autre part
3 0

U-V=[U [V co9 =V 4 & & 16 Ocos- 5 14ct, d'ot —11=5/14co¥ et
par conséquertt~126,0F.

Exercices 24

Propriétés

a) |VU,veVy U V= 0s Ul

Eneffet: V= 0 |{= 0ol = Ooucds=
o l=00uv=0oW="
2
sSuUlv
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b) |VT, VeV (nonnuls) “uv G @_<e<g et U v e>32<egw

En effet le signe d@-V est le méme que celui des) puisque|| > 0 et|3}> O.

c) |VU, vey uv=v TJ| (le produit scalaire esymétrique)

En effet en se plagant dans un R.O.N.on a:
Uv: XLIXV + yUyV+ ZUZV: XVXU+ yvyu+ ZVZU: _)V_»U

d) Vi,v,weV VaeR

st
sl

U-(V+W)=0-v+ 0

o, L (on dit que le produit scalaire distéaire)
U (aV)=(al) V=a

!l

V)

Ces deux propriétés se vérifient facilement enagapt dans un R.O.NeXercice ).

e) VeV UU>0 et |{=vuy

En effet-U= T [t coso= |} =|7i>
Définition
Le nombre réel posititi- U est appel&€arré scalairedu vecteurti et il est notéi’.

Remarques
. Ainsiona:|viey [t=vir e 7=t

» On ne parle pade « cube scalaire » ou dei% » oun> 2 !
Exercices 25 - 28

5) Egquations d’'un plan

* Soit A un point et d une droite de I'espace. Albrsxiste exactement un plam qui

passe par A et qui est perpendiculaire a d :

d
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Pour connaitre un plan il suffit donc de connaitre un poi# [Ja et une droite d telle
gqued L «. Or pour connaitre une telle droite il suffit denoaitre un vecteur directeur
n de cette droite qui sera alors orthogonal a tessvecteurs directeurs du plan!
Ceci nous amene a poser le définition suivante :

Définition

Soit un plana et un vecteun dans I'espace. On dit gue est unvecteur normal a «

si et seulement i est un vecteur directeur d’'une droite. o .

Remarque

Si i est_unvecteur normal av, alors 'ensemble des vecteurs normaux &st égal a
'ensemble des vecteurs non nuls colinéaire8 BUn plan a donc une infinité de
vecteurs normaux tous colinéaires.

Propriété 1

Soit un plana. de vecteur normah et A € «, alors :

YMeE McaaAM LA

Démonstration :

Mca<dl AM <A LAM

54

N

Propriété 2
a

Soit un plana de l'espace muni d'un R.O.Nf|b| un vecteur normal ax et
c

A(Xp,Ya:2Z, )€, alors:

YM(x,y,z)€€ M(X,y,Z)ea < axt by+ cz+ d= @ ¥
oud=—ax, — by — ¢z

-36 -



[1° CD — math | — chapitre Il — Géométrie dans I'espac

Définition : On dit queax+ by+ cz+ d= (estune équation cartésiennalu plana.
Démonstration :
M(x,y,z)ea < AM 17 (d'apres propriété)1

& AM-A=0 (d'apres C4p

X—X,| (a
&|y—Y,|-|b|=0 (daprésB2p
z-z,||c

& (X=Xu)-a+(y—VYa)-b+(z— 7 ) = 0 ( dapres §3
&ax—ax, + by- by + cz cz= 0
& ax+ by+ cz+ d= 0 ( erposant:d =— ax— hby— ¢2

Exemple
-7

Soit « le plan passant pat-k(—2,3, 5) et de vecteur normai| 4 |, alors :
—6

M(X,y,z)€a < AM-A =0

X+2| (=7
sSly-3|| 4(=0
z—5]|-6

& (x+2)-(-7)+(y—3 - 4+(z 5 (- 6= (
& —7x—14+ 4y— 12- 62z 36= O
& —TX+4y—6z+ 4= 0

On note :a =—-7x+ 4y— 6z+ 4= (. Cette équation permet de vérifier facilemengesi |

]

plan passe par un point donné ou n@{2,1,—)ca car— 7 2 41 §— )4 4
etC(-530¢a car—- 53 43 60 4 6

Propriété 3 (réciproque de la propriété 2)

Soienta,b,c,dc R tel que(a,b,g=( 0,0,0, alors 'ensemble :
E:{M(x,y, z) | ax+ by+ cz+ d= @) est un plan de vecteur nornidla, b,g.

Démonstration :

Comme (a,b,g=(0,0,0 'un au moins des nombres a, b, c est différenDdpar

N borcordodr d

—9,0,0 € Ecaral|——
a a

exemplea= 0, d'ou A
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Appelonsa le plan passant par A de vecteur norrrTn@Eh, b,(j, alors :

M(x,y,z)eu@ﬂ-ﬁzo
x+9
al (a
<1y |{b|=0
z |lc

& ax+ d+ by+ cz=
& M(x,y,z)€E

Par conséquert = o, c.q.f.d.

Exemple
9
9x—5y— z+ 8= C est une équation cartésienne d’'un plan de veotaumal ri| -5 |.
-1
Remarque

Nous avons vu eB8) que pour connaitre un plam il suffit de connaitre un point

A €« et deux vecteurs directeutiset V non colinéaires de ce plan. Nous verrons plus
tard qu’on peut déterminer une équation cartésielene a partir d’'un point et de deux
vecteurs directeurs non colinéaires.

Exercices 29 a 31

6) Eguations d’'une sphére

» Définition
Soit A un point de I'espace et r un nombre réel stricterpesttif, alors on appelle
sphéredecentre A et derayon r I'ensemble des points M tel qm =r.
Notation :S(A,r):{M eglm:r}.

e Propriétée 1

Soit A(X,, YA, 2, ) Un point de 'espace muni d’'un R.O.N.ret R, , alors :

M (x,,2)€ (A1) & (x—x, )+ (Y=Y, +(y—y,) =1 ()

Définition : On dit que (*) estine équation de la shereS(A,r).
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Démonstration :

M(x,y,z)€ S(A 1)< AM =T

<:>\/(x—xA P4 (y—ya) +(y—ya) =r (daprés B2}
(X=X ) Y=y ) H(y—ya ) =1
» Propriété 2
Soient A et B deux points de I'espace muni d’'un R.Qalors 'ensemble des points
M e tel queMA LMB est la sphére de diameétfaB], c'est-a-dire la sphére de
centrel = milieu de[ AB| et de rayorr = Al =Bl .
Démonstration :
SoientM € £ et | le milieu dgAB], alors :
MA I MB <MA MB =0 ('aprés C43
@(W +IK)-(W Hg):o felation de Chaslep
oM +MI 1B HA MI 4A 1B 9 q'aprés C4d)
oM +MI B ML IA #A_'-(+A_'):e q'apres C4c et | = milieu de[ AB)
—s2 — [(— -_— —2
& MI"+MI-(A"HB")JA" -0 ¢'apres C4d
i car | = milieu de[ AB et d'aprés Ce

NI EN

eM +0=IA"
o Ml =IA
@MGS(I,K)

Exercices 32 a 33
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EXERCICES

1) Soit ABCDEFGH un cube :

E F

En utilisant les points A, B, C, ...., H indiquez :

a) des plans paralleles.

b) des plans perpendiculaires.

c) des plans sécants mais pas perpendiculaires.

d) des droites paralléles.

e) des droites perpendiculaires.

f) des droites orthogonales maesperpendiculaires.

g) des droites sécantes mpasperpendiculaires.

h) des plans et des droites paralléles.

i) des plans et des droites perpendiculaires.

j) des plans et des droites sécants mais pas perpkids.
2) Soient A, B et M trois points, montrez que :

a) M =milieu de[AB] = AM =MB'

b) M = milieu de[AB] = AB =2[AM

3) Soit un triangle quelconque ABC et | le milieu &E]. Montrez queAB +AC = 2Al |
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TETRAEDRE
Soient A, B, C, D quatre points non coplanaides|’espace. En reliant ces points par des
segments on obtient un solide & 4 sommets, 6 adites faces triangulaires appelé
tétraedre (on peut dire aussi : un tétraédre est une pyrmiidase triangulaire).

Si les 6 arétes ont la méme longueur on dit qu’ant&traedre régulier.

A

Cc
Soit ABCD un tétraedre et |, J, K, L, M, N les railix de[DB], [DC], [DA], [AB], [BC]
et [AC] respectivement (figure !).
a) Montrez que(IJNL) =# et que(MLKJ) =#.

b) Déduisez-en que tous les segments ayant pour étdsctas milieux de deux arétes
opposées (cad qui ne se touchent pas) sont comts@a un point qui est leur milieu

commun.

Soit ABCDEFGH un cube et |, J, K, L quatre poinéfinis par :

em:ﬁ,m:%/re,m:é% et LC = 2[GL

H K G
: A,
: s .
1
-
L e
E 1
| F ~
1 p
oy -
<
P |
y
< /L————; ———————————
- D C
J g v
Fa
R v
//\/
A I B

Montrez que(1JKL) =#.
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8)

9)
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PARALLELEPIPEDE
Un parallélépipédeest un solide a 8 sommets dont les 6 faces sant.de
Si les faces sont des rectangles on dit que cfegarallélépipede rectangleouun pavé.
Si les faces sont des carrés c’estube.
Soit ABCDEFGH un parallélépipéde et |, J, K, L jEsnts d’intersection des diagonales de
ABFE, BCGF, CDHG et ADHE respectivement. Montree UKL ) =#.

A B
Soit ABCD un tétraédre, et |, J les milieux [#&B] et[CD] respectivement. Montrez que
1J est une combinaison linéaire &® et CB.

Soit ABCD un tétraédre et R, S, T, U les pointsirdgfpar ﬁ::llA—C, S—D:%ﬁ),

4BT =BD et 4(BU = BC.

a) Montrez que(RSTU) = #.

b) Soient | le point d’intersection de (CS) et de (RD) le point d’intersection de (DU) et
de (CT). Montrez quélJ) || (RST).

Soient d, b, d; trois droites paralléles et non coplanaireg, By, C; trois points sur g A;

B,, C; trois points sur g Az, Bs, Cs trois points sur g F, G, H les centres de gravités des

triangles AA2As, BiB2Bs, GC,Csrespectivement.

Démontrez que :

a) 3FG=AB+AB,+AB,

b) F, G, H sont alignés
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10) Soient ABC un triangle quelconque et les point&DG définis par :

E:%A_B’ /ﬁ:%ﬁ GC— 5 GA.

a) Figure'!

b) Soit E € AC tel que(DE)||(BC), montrez que :
» JacR CE= a AC
» 3JbeR DE=h CB

c) Démontrez qué¢GF)| ( DE).

11) Soit ABCD un quadrilatére quelconque (A, B, C, Dplemaires). On appelleentre de
gravité de ABCD l'unique point G qui vérifie I'équation :
GA+GB+GC+ GD= @
a) Construisez un quadrilatere quelconque ABCD etcamire de gravité G apres avoir

démontré queG = %(E +AC +ﬁ).

b) Soient M le milieu de[AB] et P celui de[CD]. Montrez queGM +GP= 0 et
déduisez-en une construction plus simple de G.
c) Soient N le milieu d¢BC]| et Q celui dgAD]. Etudiez la nature du quadrilatére MNPQ

et sa relation avec le point G.

12) Soit ABCDEFGH un cube :

E F
Déterminez les coordonnées des 8 sommets de ce cube

a) dansle repéréH,H—E,m},m)).

b) dans le repéréH,E,ﬁB,G—F) .
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c) dansle repéréB,WD,D—C,Eﬁ.
d) dansle repérEA, 2 Dﬁ% [AD,3 D\—EJ .

13) Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont legesénesurent une unité :

L K J

|
|
I
I
|
I
|
I
G
i H
|
|
I
I
|
|
I
|

A B c

Pour chacun des repéres suivants, déterminez ’aitsd’'un repére orthogonal ou

orthonormé puis donnez les coordonnées des pojrids G, ..... , L dans ce repére :
2) (E,FA,BC, D)
b) (A,LJ,DC,IC)
0 (B, HE, L (76, 45?@
14) Soit un triangle ABCDUBC eta OR tel queBD =a [BC. Exprimez les coordonnées de

D dans le repéréA, AB, E) en fonction den .

Pour les exercices suivants, s'il n’est pas spéifis’agit toujours_d’'un repére
quelconque

15) Dans un repére de I'espace on do#ne5;1;4), B(2;3;-6) etC(0;17).

a) Trouvez D tel que ABCD = #.
b) Trouvez E tel que AECB = #.

16) Examinez s'il existe des réels a et b tels que :

2-a a+4
a) lesvecteursll 1 |etv|a+2| soient égaux.
2a+ 3 a+?2
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17)

18)

19)

20)

21)
22)

23)
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a+?2 b+3
b) les vecteursi| 2a- b| etv| 3 | soient égaux.
b+3 a+?2
a+1l 5-
c) les vecteursi| 2a- 4| etv| 6-a| soient colinéaires.
4 2
2a-1 3+a
d) les vecteursi| 4-3a| et v| 5- 2a| soient colinéaires.
7-a a
Examinez si les vecteurs suivants sont colinéaires
8 6 -14
ul -12 v| -9 w| 21
20 10 35

Dans un R.O.N de lespace on donnk(3;-2;4), B(-4;0;-2), C(3-12 et
D(—3; 5;—]). Calculez la norme des vecteurs suivants :

a) w=-1DC
3

b) u=AB+CD

c) v=-AC+2[AD

SoientA(3;-1;,2), B(1,2;-3), C(0;3;-1).

a) Trouvez un point E différent de A et B qui appartiela droite AB.

b) Montrez que A, B et C ne sont pas alignés.
c) Trouvez un point D différent de A, B et C qui appattieuwn plan ABC.

1 2 -1 2-A
Soient les vecteurs| 2|, v| -1|, w| 1 | et t| 1 |ouAOR.
3 3 1 A

a) Analysez siw peut s’écrire comme combinaison linéairewdet dev .
b) Déterminez\ pour quet soit combinaison linéaire de et dew .
Reprenez les exercices 3) a 6) et résolvez-les en utitisarepéres appropriés.

Sachant quéi| = 3, [V =4 et ulv =6 calculez6 = (T, V).

Sachant quéi| =5, 6 = (T,V) :g et UV =103 calculez||v.
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24) Dans un R.O.N. de l'espace on donh¢-3;4;5), B(0;7;-1) et C(2,-10. Calculez les

angles du triangle ABC.
25) Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont les@sént une longueur de 2 unités

(AF=AG=AB=BC=2) :

L

K J
of— — |
) G — .
A : |; c
Calculez :
a) AKILC c) LAJ e) HCK
b) FDIBL d) CBL
26) Soit ABCDEFGH un cube d’aréte c :
D C
i B
A !
//)LH ___________________ G
E F

a) Montrez queEC O HF.
b) Montrez queEC O AF.

c) Calculez I'amplitude de I’angIéTH\C.

d) Calculez I'amplitude de I’anglé/ﬁ:.
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27) Soit ABCD un carré eM O[BD].
a) Démontrez qUAM —AB =BM DM .
b) Déduisez-en qudB MD =AB -AM .

28) Montrez que dans un # la somme des carrés desndiegcest égale a la somme des carrés
des cOtés.

29) Dans un R.O.N. de l'espace on donneA(4;-3;1) et fi(2;7;-5. Déterminez une
équation du plan passant par A de vecteur normal
30) Dans un R.O.N. de I'espace on donne I'équation glant: 3x-—4y+ z— 2= Q.
a) Est-ce que les pointa(—2,5,—3), B(—4,—3,2 appartiennent & ?
b) Quel est 'ensemble de tous les vecteurs normaex@an ?
c) Trouvez deux points de.

31) Soit le cube ABCDEFG :

E F

Dans le R.O.N(A,E, EAE) trouvez une équation de chacun des plans suivants

a) ABC
b) EFG
c) ADE
d) BCG
e) ABF
f) CDG
g) ACG
h) BCH
i) EBG
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32) Dans un R.O.N. de I'espace on donnA (3;-2;4) et B(-11;4).

a) Déterminez I'équation de la sphére de centre Aeetgion 7.

b) Déterminez I'équation de la sphére de diamétre [AB]

c) Déterminez 'ensemble J :{ M(x,y,2) /MAIMB = 2} .

33) Déterminez les ensembles suivants définis dans.OmM\Rde I'espace :

P:{M(x,y,z)/x2—6x+y2+14y+ Z+ 2z 55 })

Q:{M(x,y,z)/3x2—6x+ 3y + 32+ 30z 36 }o

R:{M xyz x+y2+gy+22—22_§:0}

3 9
T:{M z) /x> =Tx+ Yy +8y+ Z — z+ 47= })
U={M(x,y,2) 14X + 24x+ 4f - 4yr 47+ 82 4% X
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