CHAPITRE 2 : EQUATIONS ET INEQUATIONS

Partie A : Equations

1. Equations polynomiales

Définition. Une équation polynomiale d'inconnue x est une équation de la forme p(x)=0, ol p est
un polyndme de degré > 1. Le degré de 1'équation polynomiale est par définition le degré du polyndme
p. Une solution de I'équation p(x)=0 est appelée racine du polynéme p.

Retenons : résoudre I’équation p(x) =0 revient a rechercher les racines du polynome p.

Exemples.

= Voici une équation polynomiale de degré 2 :
x*=9=0
&S (x-3)(x+3)=0 Reégle du produit nul :
& x-3=00ux+3=0 ab=0<a=00ub=0

& x=3oux=-3
L’ensemble de solutions de cette équation est : S = {—3,3}
Les solutions —3 et 3 sont les racines du polyndme p(x)=x"—-9.
= L'équation x’ +4x> —4x+5=0 est polynomiale de degré 3.
= Attention : I'équation x(x+1)=x2+3x+2 n'est pas, comme on pourrait le croire @ priori, du 2°
degré. En effet, aprés réduction des termes semblables, on constate qu'elle est du 1°" degré :

x(x+1)=x2+3x+2

o }{Jr X :\g\z +3x+2 Avant de déterminer le degré d'une
= x=3x+2 équation polynomiale, il faut réduire
les termes semblables.

=0=2x+2

Sx=-1

" Remarque. 11 est important d'identifier le degré d'une équation polynomiale avant
de la résoudre. En effet, la méthode de résolution en dépend considérablement.

Le théoréme suivant, que nous admettons, constitue un résultat important sur le nombre de solutions
d'une équation polynomiale.

Théoréme. Une équation polynomiale de degré n >1 a au plus n solutions.

Exemples. Une équation du 2° degré a donc soit 2 solutions, soit 1 solution, soit aucune solution.
Montrons que toutes les situations sont possibles.
» x’=4¢& x=2oux=-2. Cette équation a 2 solutions distinctes.

= x’=0< x=0. Cette équation a 1 solution.
2

= x" =-—1 estimpossible car un carré est toujours positif. Done_
. . . : - FORGET]
Cette équation n'a donc pas de solution. =




2. Equations du 1er degré

Définition. Une équation du 1°" degré d'inconnue x est une équation de la forme (ou équivalente a)
ax+b =0, oua et b sont des constantes réelles avec a = 0.

Remarque. Si a =0 alors le terme ax s'annule et 1'équation n'est pas du 1¢ degré.

| Théoréme. Toute équation du 1° degré a exactement une solution .

Démonstration. Soit ax + b =0 une équation du 1* degré, aveca E R* et R. Ona:

ax+b=0<:>ax=—bc>x=—é.
a

: : . b
Cette équation a donc une solution unique : S = {——} .
a

Exemples et contre-exemples.

= 2x+6=0
= 2x=-6
=S x=-3

. %—3:2(“1) /2

<:>x—6:4(x+1)
S x—6=4x+4
S x—-4x=6+4

< -3x=10 / +(_3) <«——| A partir de cette ligne, on est slr qu'il s'agit

10 d'une équation du 1°" degré.
Sx=——
3
. X x+1 x+5
2 3 6
3x 2x+2 _ x+5 /.6 Q
6 6 6 Est-ce une équation du 1¢" degré ? /e j

<3x—-2x-2=x+5

%

Sx—2=x+5
Sx—x=5+2

Non, car les monémes du 1% degré
disparaissent au cours de la réduction !

=0-x=7 <
=0=7
S=g

o (x=1)+2(x-1)=x"-1
(x=1)"+2(x=1)=x*-1

Est-ce une équation du 2° degré ?

2 2
Sx=2x+1+2x-2=x"~1 Non, car les carrés disparaissent ; mais I'équation n'est
2 2 er 4 er /
SN A+ 2% -1+1=0 pas non plus du 1°" degré car les termes du 1°" degré se
\ \ / % détruisent aussi !
<0=0
S=R
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3. Equations du 2e degré

A) Forme canonique, factorisation et racines d’un trinome du second degré

Définition. Une équation du 2¢ degré d'inconnue x est une équation de la forme (ou équivalente a)
ax* +bx+c=0, 00 a, b et c sont des constantes réelles avec a # 0.

Remarque. Si a =0 alors le terme ax” s'annule et I'équation n'est pas du 2° degré.

Exemples.
= x'=4 o)
& xP-4=0 <

< (x=2)(x+2)=0
&x—-2=00ux+2=0
Sx=2o0ux=-2
§=1{2,-2}

P (x) = x” —4 est un produit remarquable.

= Dans le cas particulier ¢ =0 on peut toujours résoudre 1’équation en mettant x en évidence. Par
exemple: 2x°+6x=0< x(2x+6)=0=x=00u2x+6=0<x=0oux=-3

= X =3+42x (2)

§={0,-3}

Sx'-2x-3=0

o xT=2x
x -2x+1 —N

<:>(x—1—2)(x—1+2):0
<:>(x—3)(x+1):0

& x—-3=0ou x+1=0
& x=3 ou x=-1
S={3,-1}

= 4x’—4x+3=0 (3)
S 4x* —4x+1-1+3=0

& (2x-1+2=0 —

M >0
>0

S=0

p (x) = x> —2x—3 nlest pas un produit remarquable.

Mais x* —2x est le début d'un trinéme carré parfait. D'ot
l'idée d'ajouter le carré manquant (+1) et de le retrancher
ensuite (—1) ; dans la ligne suivante, on regroupe
convenablement les termes, ce qui conduit a une différence
de 2 carrés. Cette méthode est appelée méthode du
complément quadratique.

p(x)=4x" —4x+3 ne peut pas étre factorisé car c'est une
2
somme de 2 carrés. (2 =~/2 )

2 2 0
a” +b° ne se factorise pas !

La méthode du complément quadratique, appliquée dans les deux derniers exemples aboutit a deux
résultats totalement différents. L'équation (2) admet 2 solutions distinctes tandis que I'équation (3)
n'admet aucune solution. En effet le polyndome dans 1'équation (2) peut étre factorisé en deux facteurs
du premier degré contrairement au polyndme dans 1'équation (3).

A quelle condition le polyndme p(x)=ax?+bx+c peut-il étre factoris¢ ? Le théoréme suivant
permettra de donner une réponse précise a cette question.
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Proposition et définition. Soit p(x)=ax? + bx +c¢ un polyndme (trindme) du second degré. Il existe
deux constantes u et v telles que : (Vx € R) p(x) =a(x—u)> +v. Cette écriture est appelée forme
canonique de p(x).

Démonstration.
(‘v’x € ]R) p(x)=ax’ +bx+c

=a x2+2x+£j (a#0)
a a
2 b b’ b*  4ac
=a| X" +2-—x+————5+t-—
2a 4a 4a° 4da N
grouper grouper /’@\ 6\
- , @®)
2a 4a
bY b*—4ac
=q|lx+—| ———
2a 4a
2
=qa x+i _A avec A = b —4dac
2a da
2 b
=a(x-u) +v avecu=—— etv=——
2a 4a

Définition. Le nombre A = b’ —4ac est appelé discriminant du trindme p(x) .

. bY A
Pour factoriser p(x), remettons a en évidence : p(x)=a l:(x + 2—} — F}
a a

Ble’cas: A>OT

Alors :

p(x)=a _(x + %)2 - (%JZ

b A
=alx+—+——|| x
2a  2a 2a 2a
b+~/A b-~A
=da X+
2a 2a

D'apres la régle du produit nul, le polyndme p admet deux racines distinctes, a savoir :

—b—~/A —b+~A
=—ctx,=——
a

X
1 2
2a

La factorisation de p(x) est donc :

p(x):a(x—xl)(x—xz)
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DZecas: A=0

2
Alorsona: p(x)=a (x +ij
2a
Il en résulte que le polyndme p admet une racine unique (appelée encore racine double), a savoir :
b
X,=—— (=x,=x
0= (=% =)

La factorisation de p(x) est:

p(x)=a (x — xo)2

T.?ecas: A<O T

Alors :

bY [ -A

= +— | +| —||=0.
px)=a (x 2a) (4a2)
>0 >0

Il en résulte que I'équation p(x)=0 n'admet pas de solution et qu'il est impossible d'écrire p(x)

comme produit de deux polyndmes du premier degré.

Le théoréme suivant résume notre étude.

Théoréme du second degré. Soit p(x) = ax? + bx + ¢ un trindbme du second degré (a+#0) et

A = b* —4ac son discriminant.

—b—\/Z o x. = —b+\/Z

e Si A>0 alors p admet deux racines distinctes : x;, = 5 X, >
a a
La factorisation de p(x) est:p(x) = a(x — x;)(x — x3)
: : b
e Si A =0 alors p admet une racine double : x, = g
a

La factorisation de p(x)est: p(x)=a(x—x,)’

e Si A <0 alors p n'admet pas de racine et p(x) ne se factorise pas.

Exemples :

= Reprenons le polyndme de I'équation (2) : p(x)=x>—-2x-3.(a=1, b=-2 et c=-3)
Le discriminant est : A = (—2)2 -4-1- (—3) =16>0.

. 2-4 2+4
Les racines sont : x, :T:_l et x, :%:3.

= Reprenons le polynéme de I'équation (3) : p(x)=4x"-4x+3.(a=4, b=—4 et c=3)

Le discriminant est : A = (—4)2 —4-4.3=-32<0. Ce polyndme n'a donc pas de racine.
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Remarque : Lorsque ac <0, c.-a-d. lorsque a et ¢ sont de signes contraires, alors 4ac < 0 et
donc A = b? — 4ac > 0. On peut alors affirmer immédiatement que I’équation a deux racines
distinctes.

B) Propriétés des racines de ax* + bx + ¢

Théoréme de Viéte ' - somme et produit des racines d’un polynéme du second degré.
Lorsque I’équation ax® 4+ bx + ¢ =0 (avec a € R* et b,c € R) admet deux racines x,
et x, (distinctes ou confondues, c.-a-d. A = 0),

e leur somme S=x+x,=——
a

. ¢
e leur produit P=x -x,=—
a

De plus : ax? + bx + ¢ = a(x* — Sx + P)

Remarque : Lorsque A =0, la somme des racines S est par définition : S =x,+x, =2x, et le
produit est P=x,-x, = x,".

Démonstration :

—-b—V/A —b+VA

et x, = les racines de ax? + bx + ¢. Nous obtenons :

—b—VZ+—b+VZ_—b—VZ—b+VZ_—2b b

Soient x; =

S=x1+x2=

2a 2a 2a 2a a
P - xl - xz
_ —b—VE —b+VE (02— (VA)' b2—A b*—(b?—4ac)
 2a 2a 4q2 T 42 4q?

__ b?-b%*+4ac _ 4ac _ ¢
4qa? 4q? a

Il en résulte que : ax?® + bx + ¢ = a(x? + Zx + 2) =a(x*—Sx+P)

Exemple : Soit le trindme 4x? + 5x + 1 (a=4,b=5, c=1). D’aprés le théoréme de Viéte :

c 1
=—-=—2etP==-==,
4 a 4

A . . . -5-3

Comme A =52 —4-1-4 =9 > 0, le trindme admet deux racines, a savoir x; = = -1
—5+3 1 . 5 1

etx, =——=—1 Donc effectivement x; + x, = —getxix =7

! Frangois Viéte : mathématicien frangais (1540-1603)
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Remarque importante :

Si on arrive a trouver une racine évidente d’une équation du second degré, le théoréme de Victe

permet de calculer rapidement I’autre sans passer par le discriminant.
Exemple. Résoudre 1’équation suivante sans passer par le discriminant : 2x2 —5x +3 = 0

est racine évidente car

. - c b
Pour trouver la 2° racine , on utilise la formule x; - x, = —ou X +HXx; = ——

C) Recherche de deux nombres dont on_connait la somme et le produit

Théoréme : Soient S et P des réels donnés.

1) Deux réels u et v vérifient le systéme

(*)

si et seulement s’ils sont solutions de 1’équation x* — Sx + P = 0.

(oo sr

2) Le systéme (*) posséde une solution si et seulement si S? — 4P > 0.

Démonstration :
1) Hypothése : u et v vérifient (*). Thése : u et v sont solutions de x? — Sx + P = 0.
Preuve : u et v sont solutions de 1’équation (x —u)(x —v) =0
= u et v sont solutions de I’équation x? — vx — ux + uv = 0
= u et v sont solutions de ’équation x? — (u + v)x + uv = 0
= u et v sont solutions de I’équation x> —Sx + P = 0
(puisque par hypotheése u+v==S et uv="~P)
Hypothése : u et v sont solutions de x? — Sx + P = 0. Thése : u et v vérifient (*).
Preuve : Comme u et v sont solutions de x? — Sx + P = 0, nous avons, d’aprés le théoréme de

. -S P . . . \
Vigte:u+v =— = Setuv = 1= P. Les réels u et v vérifient ainsi le systéme (*).

2) Le systéme (*) posseéde une solution
& I’équation x? — Sx + P = 0 posséde une solution, d’aprés 1)

& A =5%—4P >0, dapreés le théoréme du second degré.

Chapitre 2 —p. 7



Exemples :

1) Chercher deux réels u et v tels que : {uzj’l; i 1225,5
2) Chercher deux réels u et v tels que : {1;"‘;7_:21

D) Signe des racines de ax* + bx + ¢

Théoréme : Soit ax? + bx + ¢ = 0 (avec a € R* et b,c¢ € R) un polyndme du second degré

admettant au moins une racine (c.-a-d. avec A >0). Soit S la somme et P le produit des racines.

Cas 1 : Si P> 0, alors les racines ont méme signe (et sont non nulles).
a) SiS§>0, alors les racines sont positives.
b) SiS <0, alors les racines sont négatives.
c) S =0 estimpossible dans ce cas.
Cas 2 : Si P =0, alors au moins une des racines est 0 et I’autre a le signe de S.

Cas 3 : Si P <0, alors les racines ont des signes opposés (et sont non nulles).

Exemple :

Etudier le signe des racines (s’il en existe) du trindme 3x2 + 5x — 14, sans calculer ces racines.
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4. Equations de degré >3

Si p(x) est un polyndome de degré n >3, alors on commence par chercher une racine évidente

(entiére) du polyndme. Pour cela on rappelle le résultat suivant, vu en 4° :

Théoréme 1. Soit p(x) un polyndme de degré n>1 a coefficients entiers :
p(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a, avec a,,a, ,,...a,,a, €L

Si u € Z est une racine enti¢re de p(x), alors u divise a, (terme constant).

Démonstration.
u €Z estracine de p(x)

= p(u) =0

=au"+a, _u"" +..au+a,=0

= u(anu”’l +a, u'"+ ...al) =-aq,

= u est un diviseur de q,,.
Exemple. Soit a résoudre 1'équation

X =2x"+x-12=0 (*)

On doit chercher une racine évidente du polynéme p(x)=x’—2x> +x—12.
Iei: a,=1,a,=-2,a,=1,a,=-12.
o Div(-12)={£1,+2,43,44,+6,%12}
e p()=1-2+1-12%0
e p(2)=8-8+2-12%0
e p(3)=27-18+3-12=0
Donc 3 est racine évidente de p(x) et solution de I'équation. On sait alors que p(x) est divisible par

x — 3. En effet, on vu en 4° le théoréme suivant (corollaire de la loi du reste) :

Théoréme 2. Soit p(x)un polyndme et a un nombre réel.

a estracine de p(x) < p(x) est divisible par (x—a)

Poursuivons la résolution de 1'équation (*). Il faut diviser p(x) par x—3.

Schéma de Horner :

1 -2 1 -12
3 3 3 12
1 1 4 0

Donc: p(x)=(x-3) (x2 +Xx+ 4) . Pour trouver les autres solutions de (2.8), il reste a déterminer les
racines du trindme ¢g(x)=x’+x+4.0r A=1-4.1-4=-15<0, donc ¢(x) n'admet pas de racine.

Ainsi I'ensemble de solutions de (*) se réduita S = {3}.
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5. Equation x" = a
a) Cas :

Nous savons depuis la 4° que :

e Siag>0alors: x’=a< x=+a oux=—Ja
e Sia=0alors: x’=0=x=0
e Sia<0 alors: x’ =a estimpossible car un carré est toujours >0

Exemples :

= =5 x=+/5oux=-+/5, donc S:{—\/g,\/g}

» x’=-7 estimpossible: S =&
= 22X 48=0e-2x"=-8ox’ =4 x=12,donc §={£2}

b) Cas

Nous admettons que pour tout réel a (donc aussi pour les réels <0), ’équation x° =a admet une

solution unique, appelée racine cubique de a et notée Yfa . Donc :

(VaeR) Y=acx=3a

Exemples :
= Y =8<x=3%8=2,donc S ={2}

x* = —125 < x = ~125 = =5, donc § ={-5}
X’ =0&x=30=0,donc §={0}
s ¥’ =6 x=3/6~1.817120592832139... (nombre irrationnel), donc S = {%}

64x3:27<:>x3:2—7<:>x:32—7:3,donc S:{i}
64 64 4 4

c) Cas , analogue au cas n =2 : pour tout réel a >0, I’équation x" =a admet deux
solutions opposées, la solution positive étant appelée racine n° de a et notée Ya .

Vn=>2 paireN) :
( )

e Sia>0alors: x"=a<x=4%a oux=-%a
e Sia=0alors: x"=0<x=40=0
e Sia<0 alors: x" =a estimpossible car si n est pair alors x” est toujours >0

Exemples :
" x'=16@x=416=20ux=-%16=-2,donc §={-2,2}

= =3 x={3"=3 =9 oux=-43" =-9,donc §={-9,9

s x* =10 x =310 ~1.33352143216... oux = -%/10 , donc S {i

» x*=-12 estimpossible, S =&
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d) Cas , analogue au cas n =3 : pour tout réel a (donc aussi pour les réels <0),

I’équation x" =a admet une solution unique, appelée racine n° de a et notée Ya .

(Vn >3 entier impair)(VaeR) x"=a<x= Ya

Exemples :
" ¥’ =32 x=332=2,donc §=1{2}

= F=3" o x=3" =3 cr (3¥) =32, done §={3"}
" ¥’ =—40 & x =40 ~1.33352143216... ou x =410, donc § = {+{/10]

» x*=-12 estimpossible, S =&

Remarque :
e Sin est impair alors [{/—a = ~al, par exemple : 3/—40 = —3/40

e Si n est pair, alors Yfa existe uniquement si @ > 0 et dans ce cas Ya>0 , par exemple -6
n’existe pas !

6. Equations rationnelles (c.-a-d. contenant I'inconnue au déenominateur)

Méthode :

1. Ecrire les conditions d'existence : une fraction existe si et seulement si son dénominateur ne
s'annule pas. Le domaine de l'équation est 1'ensemble des réels pour lesquels 1'équation a un sens.

2. Mettre toutes les fractions sur un dénominateur commun.

Multiplier 1'équation par ce dénominateur commun pour se ramener a une équation polynomiale.

4. Résoudre 1'équation polynomiale. Aftention : une solution de I'équation polynomiale est solution
de I'équation rationnelle donnée si et seulement si elle appartient au domaine de celle-ci.

(98]

Exemple.

3 1 4x
. 4

x x-2 x*—4 %existe@b;to

Conditions d'existence :

x#0

X=2#0=x#2 Attention :
X —420(x-2)(x+2) 20 x#2etx =2 a-b=0<a=0 ou b=0
abz0=a=0 et b#0

Domaine : D =R\{0,2,-2}

(VxeD)

3 1 4x

;+x—2_x2—4
3(x—2)(x+2)+ x(x+2) _ 4x>2 Y
f(=2)(x42) x(r-2)(x+2) *(x-2)(x+2) ' (x=2)(x+2)
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S 3x2 12+ x* +2x = 4x°

< 2x =12
Sx=6eD < La solution est bien dans le
S = {6} domaine de 1'équation initiale.

7. Equations irrationnelles (i.e. contenant des radicaux)
Exemple. Soit a résoudre 1'équation

JI—x=2x+1
On commence par déterminer le domaine de I'équation.

Conditions d'existence :

l-x>0<=x<1 \/Zexiste<:>a20
2x+120<:>x2—% Ja=b=5>0
1
Donc: D = {——,1}
2
(VxeD) On a le droit d'élever au carré les deux membres d'une
. 2 équation a condition qu'ils soient de méme signe. En
I=x=2x+l FO particulier :

<:>1—x=(2x+1)2

(Va,beR,) Ja=boa=h
Sl-x=4x"+4x+1

S 4x*+5x=0
<:>x(4x+5):0

<Sx=0o0udx+5=0

@szOuQé
4

5 ={0}

) 5 . . . .
La solution x = . est a exclure car elle n'est pas dans le domaine de 1'équation.
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Partie B : Inéquations

1. Rappel : Etude du signe d'un binéme du 1°" degré

Tableau du signe du binome ax + b lorsque a >0:

X —0 - ~+00
a
ax+b,a>0 | — | 0 | +
Tableau du signe du binome ax +b lorsque a <0
X —00 — +00
a
ax+b, a<0 | + | 0 | -

Remarque. 11 faut bien distinguer entre les cas a > 0 et a < 0. Retenons que /e signe de a se trouve
toujours a droite dans le tableau.

Exemple : Etude du signe de —% +3.

o . .1 . .
Ce bindme s'annule pour x = 6. La constante a est égale a =3 <0, d'ou le tableau du signe :

6‘ +00

[e)

X3 ‘ +
2
2. Inéquations du 2° degré

Exemple. Soit l'inéquation du 2¢ degré : 4x” >9. Comme dans le cas des équations, on commence
par transporter tous les termes dans un membre, puis on factorise le membre non nul.

4x*>9
S 4x7-9>0

<:>(2x—3)(2x+3)20 (*)

11 faut ensuite étudier le signe du produit (2x —3)(2x +3) . Rappelons a cette occasion que :

Un produit de deux facteurs est positif ssi les deux facteurs ont méme signe.

a>0 a<0
a-b>20<= ou
b>0 b<0

Un produit de deux facteurs est négatif'ssi les deux facteurs ont des signes opposés.

a>0 a<0
a-bi0< ou
b<0 b>0
En particulier : (VaeR) a*20
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Revenons a notre exemple. Etudions d'abord le signe des deux bindmes 2x —3 et 2x+3.

= 2x—3=0<:>2x=3c>x:%

X —00 é +00
2
2x-3 0
s 2x+3=02x=-3x=——
X —00 _é +00
2
2x+3 0

D'ou le signe du produit (2x-3)(2x+3):

X _o _3 3 oo
2

2x—3 — — O +

2x+3 — 0 + +

(2x-3)(2x+3) + 0 0 +

D'aprés (*) , on cherche les x tels que le produit (2x —3)(2x +3)

Donc: S =]-0,—3]U[3,+0].

soit positif ou nul.

Remarque : Le tableau du signe précedent permet de résoudre d'autres inéquations. Par exemple :

= 4x° >9®(2x—3)(2x+3)>0<:>xe]
" 4’ <9 (2x-3)(2x+3)<0e=xe[-3,3

= 4y? <9<:>(2x—3)(2x+3)<0®xe]—

_w,_?

[V
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Généralisons : Soit p(x)=ax?>+bx+c un trindme du second degré. Pour résoudre une inéquation
du type p(x)>0 ou p(x)<0, il faut étudier le signe de p(x).

1 cas: A >0

Alors ona : p(x) = a(x — x;)(x — x;) ou x; et x, sont les deux racines distinctes de p(x). Dans

la suite nous supposons que x, < X, .

x —00 X, X, +00
X=X - 0 + + +

X=X, - - - 0 +
(x—x)(x—x,) + 0 - 0 +

p(x) sia>0 + 0 — 0 +
p(x)sia<0 - 0 - 0 —

En résumeé :

x | B |+ | -
| e o] e o] =w

On retiendra la régle générale :

ax’ +bx +c ale signe de a sauf entre les racines (1)

Exemple. Soit a résoudre I'inéquation 2x* —3x—5> 0. Etudions le signe de p(x)=2x>-3x-5.
Ona: A=9+4-2-5=49.Donc p(x) admet deux racine distinctes :

3-7 3+47 5
xy=——=-letx,=—-==
4 4 2
Voici le tableau du signe de p(x) :
X |—oo | -1 | | 3 | +00
2x* —3x-5 | + | 0 | - | 0 | +

L'ensemble de solutions de I'inéquation est : § = ]—o0,—1[ U |3, +o0] .
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2cas:A=0

Alors on a p(x) = a(x — x,)? ou x, est laracine double de p(x).
Le carré (x — x,)? est toujours positif. D'ou le tableau du signe :

X —o0 X, +00
(x—x,) + 0 +
p(x)sia>0 - 0 +
p(x)sia<0 — 0 _

En résumé :
X —o0 X, +00
(x — x0)* + 0 "
p(x) sgn(a) 0 sgn(a)

Remarquons que la régle (i) est toujours valable. En effet, comme il y a une seule racine, la région
« entre les racines » n'existe pas. Voila pourquoi p(x) a toujours le signe de a, sauf pour x = x, ou

p(x) s'annule.

Exemple. Etudions le signe du trindme p(x)=-9x>+12x—4.
Ona: A=144-4-(-9)-(-4)=0cet x,==12=2

18 3
D'ou le tableau du signe de p(x) :

W

: . | .

—Ox*+12x-4 | - | 0 | _

Remarque. On aurait pu déduire ce tableau du fait (¢1émenatire) que p(x)=—(3x— 2)2.
D'ou :

e L'inéquation —9x” +12x—4 <0 admet comme solutions : S =]-o0,2[ U ]2, +oo[ = R\{Z}.
e L'inéquation —9x° +12x—4 <0 est toujours vraie : S = R.

e L'inéquation —9x° +12x—4> 0 n'a pas de solution: S =

e L'inéquation —9x” +12x—4>0 a une solution unique : S ={2}.
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3cas : A <0
D’apres le résultat de la page 5 :

bY (-A
o2 22

>0 >0

>0
Il en résulte que p(x)a toujours le signe de a.

X —00 +00

p(x) | sgn(a)

Exemple. Le trindme x° +x+5 est toujours >0.Eneffet: A=1-20=-19<0 et a=1>0.D'ou:
e L’inéquation x” +x+5>0 est toujours vraie : S = R.
e L'inéquation x* +x+5>0 est toujours vraie : S = R.

e Lesinéquations x* +x+5<0 et x*+x+5<0 n'ont pas de solution : S=.

Reégle générale :
Le signe d’un trinéme ax” + bx + ¢ du second degré est partout le signe de a, sauf entre %szn

. A
les racines (si elles existent). IO

3. Inéquations de degré >3

Méthode :

1. Transporter tous les termes dans un membre.

2. Factoriser le membre non nul en facteurs du 1 ou du 2°¢ degré.
3. Etablir le tableau du signe du produit.

4. Ecrire l'ensemble de solutions de l'inéquation.

Exemples.
CHxltx+120e P (x+1)+(x+1)20

& (x+1)(x* +1)20 (¥)

Remarquons que (Vx € R) x*+1> 0. D'ou le tableau du signe suivant :

X —00 -1 +00
x+1 - 0 +
x*+1 + + +
(x+1)(x*+1) - 0 +

L'ensemble de solutions de I'inéquation est donc : S = [—1,+oo[.
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= ]l arrive qu'un facteur soit présent avec un exposant supérieur a 1. Par exemple :
4x° —4x* x>0
= )c(4x2 —4x—1) >0
o x(2x-1)>0

Remarquons que le carré (2x — 1)2 est toujours > 0. Il s'annule lorsque 2x —1=0, c.-a-d. lorsque

x =4. D'ou le tableau du signe :

X —o0 0 l +00
2

X - 0 + + +

(2x_1)2 + + + 0 +

x(2x—1)2 - 0 + 0 +

L'ensemble de solutions est : .S =0, +oo[ \ {1}.

Dans d'autres exemples des facteurs peuvent apparaitre avec l'exposant 3, 4 ou plus. On pourra
donc réfléchir & la question importante : quel est le signe de a’, de a*, de a’ etc. Quelle est la
régle générale ?

4. Inéquations rationnelles (avec I'inconnue au dénominateur)

* Finalement, nous traitons un exemple ou l'inconnue figure au dénominateur.

Tous les termes sont transportés dans

le premier membre.
el 2y, —

¥ =2x+2-x"+x
x*(x-1)
- —x+2
x*(x-1)

<0

<) < Le premier membre est factorisé !

Attention. La méthode differe fondamentalement de la résolution d'une équation quant au point
suivant : on ne peut pas ici éliminer le dénominateur commun par multiplication. En effet nous
savons que si I'on multiplie une inéquation par un réel, le sens de 1'inéquation change ou se conserve,
suivant le signe de ce réel. Or : le signe de x? (x —1) n'est pas constant, car x —1 change de signe en
x=1.

Voila pourquoi les facteurs du dénominateur apparaissent également dans le tableau du signe.
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X —o 0 1 2 +o0
—x+2 + + + + + 0 -
x? + 0 + + + + +
x—1 - - — 0 + + +
—x+2
P - H - H + 10 -

S =]-00,0[ U]0,1[ U[2,+00] .

Les doubles barres dans la dernicre ligne du tableau signifient que pour x =0 et x =1 la fraction
n’existe pas.
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