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3° B — Chapitre | — Géométrie analytique

CHAPITRE |

GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS LE
PLAN

Repeéeres cartésiens du plan

a) Construction

Un repére du planest un systéme qui permet d’indiqueptsition exactele n'importe
quel point du plan par la donnée deux nombres appelés coordonnéeage ce point.
Ceci permet de remplacer les raisonnements (souN#ictles !) sur des figures par un
calcul (en général assez simple) sur les coordendée points de cette figure. Cette
facon de faire de la géométrie a été introduité@3v par René Descartes (1596 — 1650)
et est appelégéométrie analytique

La maniére la plus simple et la plus courante destraire un tel repére, appakpere

cartésien est la suivante :

On fixe trois points non alignéd, I, J du plan et on trace les droit¢®!) et (0J).
Pour déterminer les coordonnées d’un point quelgefgon trace une droitel || (OJ)

qui coupe(Ol) en un pointP’ et une droited’ || (Ol) qui coupe(OJ) en un pointP” :

CommeP’ D(OI) les vecteur©l et OP sont colinéaires donc il existe un nombre
réelunique x, tel queOP = %5 [Dl. De méme il existe un nombre rémlique Yo

tel queOF’ = y, [DJ. De plusOP = OP + OP puisque(OP PP) =#.

-1 -
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Ainsi il existe uncoupleunique de deux nombres rée@xp; yp) tel que

%, (Ol + y,[10]

OP=

Comme les vecteur®| et OJ sontfixes la connaissance des deux réelset y,

nous renseigne sur la position exacte du point P !

Vocabulaire

X, et y, sont appelésoordonnéesdu point P dans lerepere cartésien

(

) et on note :P(x,,; yp)

0, 0l,0J

X, est labscissadeP et y, est lordonnéedeP

)

,0OI,0J
(Ol) est l'axe des abscissest (OJ) est I'axe des ordonnéedu repére

* le pointO est l'origine du repére(O

P= xOOK yOO

)

0J) - O

Ol

Ainsi : P(xp; yp) dans(O,

Exemple

Tracez les pointsA(3;0), B(-2;0),C(2;1),D(12),E(-2;1,5), F(-15-2 et
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Complétez :
lest e, dupoin€et.......ccooevviiinninnnnnen. du poinD.

Remarques

+ Les vecteursl et OJ sont parfois notés plus simplemdntet | et le repére
(O, 6T63) :(O,T,i). La condition queD, I, J sont des points non alignést
équivalente a dire que les vecteurst | ne sont pas colinéaires.

e Si M est un point quelconque (non fixe) du plan, onensbuvent ses

coordonnéesM (x; y). L'axe des abscisses est aussi appeke desx et noté

(Ox) et I'axe des ordonnéese desy et noté(Oy).
b) Reperes orthogonaux et orthonormés
Soit (O(‘)Tf)c\]) un repére cartésien. §OI)O(0J) on dit que le repére est

orthogonal et side plus Ol =0J on dit que le repére estrthonormé (on note :
R.O.N.).

J J
J
O ] ]
/ @] | @)
repere repere repere
quelconque orthogonal orthonormé

A chaque fois que c’est possible on préfere chaisiR.O.N. parce que d’'une part c’est
le repere le plus « régulier » (donc facile a seif) et d’autre part parce que certaines
formules ne sont utilisablgue dans un R.O.N.! Pour des raisons pratiques on est

cependant parfois obligé de choisir un repére guahal, par exemple si on doit tracer

des points commeA(0,03;569. De méme dans certains probléemes géométriques le

repére le plus simple peut étre un repére quelahqu
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c) Changement de repére
On peut changer un repere de plusieurs fagons :
e on change d'origine (changement le plus simple)
* on change l'ordre des vecteurs du repére (celaemeva transformer les
abscisses en ordonnées et réciproquement)
* on change un ou les deux vecteurs du repére ébtigine

Il est évident que les coordonnées d’un point ddeendu repére choisi !

Exemples
L i
: J
Ki O | |
,,,,,,,,,,,,,,,,,, M,N
pans(0,01,0L) : A(2]) B@;_Ej C(=35) 1(.5) L) P(xY)
Dans(0,0L0i) : A(.i-) B(owii) Clowiin) (o) L(oion) P(oinn)
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2) Coordonnées d'un vecteur

Rappelons qu’urecteur v est un ensemble (infini) de fleches qui ont :
* méme direction

* méme sens

+ méme longueur appelée normewet notée|v||

Chacune de ces fleches astreprésentantdu vecteur et il est évident que si on connait un

représentant d’un vecteur on les connait tous !

Soit un repére(o, ol, &) du plan et un vectelr, alors il existaun seulpoint M (a; b) tel

queV = OM.

cl

o/ | @

Connaitre ce pointl, c’est-a-dire ses coordonnéestb, c’est connaitre un représentantide
donc le vecteur lui-méme. Il est donc naturel de poser que lesdmmées du point M sont
également celles du vecteur. Pour faire la différence entre les coordonnées gioint et

celles d'un vecteur, on note souvent (mais pa®tog) celles-cverticalement

\7[2] dans je rep@zr(o,fﬁ E)TJ) - V= alol+ HIaQ

Exemples

comer (") o} o)
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Tracez un représentant de chacun des vecteursisiiva

o) 7las) as) o5 (3] ol

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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3) Calcul vectoriel

Probléeme

Soit un repére(o, a,a) :(O,T,]) du plan, les point#\(x,; y,), B(%; ¥s) et

C(%;¥), les vecteursﬁ@“j etV(?

j et un nombre réak . Quelles sont les coordonnées
dea i ? ded+V ? de AB ? du milieu de[AB] ? du centre de gravit du triangle

A(ABC) ? Comment calculeAB ? | ? Certaines formules sont valables dans n'importe

quel repére, d’autres le sont uniquement dans OnN\R.

a) Formules valables dans un repéere guelcongue

el
GB/U

En effetti=x, 0+ y, donca[m:a[qxj 0+ yuD]):aquTw(yuD] - a[m[

R

En effet il suffit d’appliquer la propriété précéde aveca = -1

a X,
O(Eyu]'
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ond)
Yo+ Y,

G+v=(x O+ y O)+(x O+y 0 = N

En effetd+v=(x O+ y, 0)+( %0+ y,0) = (x,+ x)G+( y,*+ y)Oj= vty

e
Ye = Ya
En effet AB= AO+ OB=- OAr OB= OB O, or A(x,; ¥,) = OA= %[0+ y.0j

et B(x,; ¥s) = OB= xOi+ yOjdou:

AB= (3, T+, 1) (% 1 yu01) = (= ) e v = A%

| =milieu de] A = |(XA;XB; yA; yBj

GErEye
Ya= Yt %—Y 0
{XA+&—2x=0
yA+yB_2yI=O
Xt X
2
+
yA2yB:yI

G = centre de gravité da( ABC- (Cf(’* h );B X It §B+ ycj

Eneffet G(xs;Ys)= centre de gravité da( ABX
- GA+GB+ GC=0

L e o)
Ya=Ys) (¥Ye— Yo Y= %) \0

{&+&+&r3&=0

YatYet Ye—3Y=0

Xt Xg+ X _

s %

+y. +
Ya ? %=%

=4
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b) Formules valables uniguement dans un repére orthommé

=+ ¥

Démonstration

SoientM (x,;y,) et M'(x,;0) :

U
Y borermeermnersesrsesssssssessnss M
J
® Mv
O ' Ty

Comme (OI)O(0J) le triangle A(OMM') est rectangle erM’ donc d'aprés le
théoréme de Pythagor®@M? =OM'?+ MM'2. Or OM =|[t, OM'=|x| et MM' =y,
doncljd]” =|x,|” +| y|* et comme pour tout réelon a|r| =r? on obtient :

o = %2+ 2 = i =y %7+ ¥°

AB=1(% - %) +(%- W)’

Xg = Xa

En effet AB= H AEﬂ et AB( vomy,

j donc il suffit d’appliquer la formule précédente.

Exercices 1 -7

4) Vecteurs colinéaires

Définition : Deux vecteursi et v sontcolinéairessi et seulement si il existe un réakl

qued =k[¥ ou v=k[.
(7}
>

En particulier pour tout vectewr on a0 = 00 donc le vecteur nub est colinéaire & tout
vecteuru.

Exemples

. [ 6 (-9 (5
Soientd .V etw
AR ET
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6) (-9% =—k  [k=-$

U=k = = - - 5 _k=-2 donci=-20¥.
-14 2K -14= 2k k=-2 3
6 Bk 6= % k=2

U=k0Ove = - - ° _ impossible caéiz
—14) | -1x) T |-14=-1%  |k=1=1 5 6

Ainsi U etV sont colinéaires mais paiset w.
Le théoréme suivant donne une méthode plus siropted@terminer si deux vecteurs sont
colinéaires ou non.

Théoréme

Soient deux vecteurﬁ(?"} et \7[?] dans un repére quelconq(@, T, ]) . Alors

|G etV sont colinéaires- x, [, =x, O,|

Démonstration
1*cas: x, 20 ety, 20

U etV sont colinéaires= [KOR u= kO

a0z ()=o)
Y. ky,
)gJ:kx,|EyV¢0
Y, = ky, |, #0
- OkOR {xuyﬁkw
X Yu = KX Y,
= XY, = XY (¥)

8

c»EkD]R{

2°cas: x,=0 ~ V et j sont colinéaire

Si G et Vv sont colinéaires alorsi est également colinéaire f donc x, =0 et par
conséquent I'égalité (*) est vérifie.

Réciproquement si I'égalité (*) est verifiee onxaly, =0y, =0« X% =0ouy,= C Si
X, =0 alorsd et j sont colinéaires et par conséquirt v auss. Si y, =0 alorsv = 0 et
U etV sont encore colinéaires.

3°cas: y, =0 « V et i sont colinéaire

La démonstration est analogue a celle Uca2.

CQFD
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 Exemples

Reprenons les exemples précédents :

6[21= 12€ et —14[{-9) = 12€ doncl etV sont colinéaires

60{-12) =-72 et -14[5=-70% - 72doncl et W ne sont pas colinéaires
» Voici deux applicationspratiques de cette propriété :

(1) A, B, Csontalignés= AB eAC sont colings

(2) (AB)|I(CD) ~ ABet CD sont colinéaire
* Exemples

Soient A(3;-5), B(-8;-1), C(-30;7), D(-4:1) et E(14;-9) alors :

—(-11\ —(-33

AB e AC( 12} et —11[12= 4{~- 33 vrai doncA, B etC sont alignés.

— (=11 — (-7 L
AB 4] AD( 6 j et —11[6= 4[{-7) faux doncA, B etD ne sont pas alignés.
—(-11\ —( 44 .

AB , CE( et —11[{~16) = 474 vrai donc(AB)|| (CE)

B[ 7). DE[ 1 et-221t-10 = nt au done(ec)  (0F)

Exercices 8 - 10

5) Vecteurs orthogonaux

» Définition : Deux vecteursi et v sontorthogonaux si et seulement si I'un au moins des

deux vecteurs est nal s'il existe trois points non alignés B, C tel que :

0= AB, V= AC et le triangleA( ABC) est rectangle eA.

C
U

U

On note :G OV
» Le théoreme suivant donne une méthode trés siropledgéterminer si deux vecteurs sont

orthogonaux ou non.

-10 -
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Théoreme
Soient deux vecteur@s(x"J etv(&j dans urR.O.N. (O6T63) :(O,T,i). Alors :
Yu Yo
G0V < x, X, +y,0/,=0

Démonstration
1°cas: Gi=0 ouv=0
Supposons par exemple qe 0, alorsti OV et 0x,+ 00y, =0.
2°cas: (20 etVz0
SoientB(x,; y,) etC(x,;y,) alorsi=0Betv=0C etona:
i 0V = A(OBC) rectangle enO

- BC*=0B+ OC

S (% =X) %)= Y

o X -2x %+ X+ =2y, Y, + W = 4y R U

= =2%,%,~2Y,¥%=0 [{(-2

= XX +Y,Y%=0

CQFD

Définition

Le nombrex, X, + Y, Y, est appel@roduit scalaire des vecteursi etV et est notéi (V.

Ainsi dans un R.O.N.on a :
ulv=xx+yy et ulve ulv=0

Exemples

) (14) _( -9 (7
Soientd , v etw .

0V=140-9+(-6(-2)=-126- 126 doncui OV
0W=147+(-6)[16= 98 96 2 doncuXw

Applications
(1) A(ABC) rectangle e’A~ ABO AC- ARl AG

(2) (AB)O(CD) -~ ABO CD- ABICD=0

-11 -
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*  Exemples

SoientP(-4;7), Q(5;-3), R(6;16), S(15;6) et T(-2;9) dans un R.O.N. alors :

PQ[ 10j PR[loj et 9[10+(-1009= CdoncA(PQR) est rectangle eR.

5( 10}, RT 8} et 9[(-8) +(-10 [{-7) # CdoncA(RST) n'est pas rectangle ¢
— (1 19

QR[lgj ( || et1o+ 191~ 3= Cdonc(QR) O( PY.

ﬁe[llgj, ﬁ[zj et12+192# (donc(QR) 4 (PT).
Exercices 11 - 13

6) Equations cartésiennes d’'une droite

a) Vecteur directeur d'une droite
o Définition
Soid une droite eti un vecteur non nul

On dit qued estunvecteur directeur

ded ssi il existe deux points (distinct8)

etB surd tel qued = AB.

» Toute droite admet une infinité de vecteurs dinete&ui sont tous colinéaires.

* Un vecteur directeur indique la direction d’'uneitradonc toutes les droites ayant
comme vecteur directeur un méme vectéwont paralléles.

* Propriéte

Soitd une droite passant par le pofket de vecteur directeur, alors.

OP POd -~ APetT sont colinéaire

—
Pedet AP et U4 colinéaires

- — . .
Q ¢ det AQ et i non colinéaires

-12 -
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« Soient A(x,; y,)Od, P(xy) un point du plan eﬂ(x“

u

J un vecteur directeur di

dans urrepére quelconque(O, i, T) , alors d’apres la propriété précédente on a:

Y= VYa
(X_XA) yu:(y_ yA) X
XN TRNTYRT RX
= VX=X YT % Y+ Y %=0
En posanta=y,, b=-%, etc=-x,Yy,+ y, % On obtient :

u

P(xy)Od= WF(X_XA] et”u(X“J sont colinéaire

)

P(xy)Od<= axt byr 0
On dit queax+ by+ c=0 estune équation cartésiennede d, ce qui signifie qu’un

point P appartient a la droite ssi ses coordonnées vérifient cette équation.

Notation :d = ax+ by+ c=0

Réciproquement soit I'équatioax+ by+ c=0 ou a, b, ¢ sont trois coefficients réels

tel que (a;b)#(0;0). Supposons par exemple quez0 et posonsA(—E;Oj,
a

-b
U[ J etd la droite passant p&rde vecteur directeui. Alors :
a

c
| x+= -b
P(xy)Od- A X" etU(a] sont colinéaire
y

o (x+£ja:—by
a

= ax+ c=-by
= ax+by+ c=0

. C . " .
Si a=0 alorsh#0 et en posanA(O;—Bj on obtient le méme résultat par un calcul

analogue.

Ceci montre que toute équation de la formeax+ by+ c=0 avec(a;b) #(0;0) est

: - . . -b
une équation cartésienne d’une droitel de vecteur dlrecteuru[ J
a

-13 -
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 Exemple

-1
Soitd la droite passant pafk(2;—3) et de vecteur directeufr( 4 ] alors :

y+3
= 4(x-2)=-1fy+3
= 4x-8=-y-3
= 4x+y-5=0

—(x (-1 s
P(xy)Od= AF{ Jet u( 4} sont colinéaire

D'ou:d=4x+y-5=0
B(7,-230d car47-23- 5= (
C(-311)0d car4f-3)+11- 5¢ (
b) Vecteur normal d’une droite
» Définition
Soid une droite efi un vecteur non nuDn dit quen estunvecteur normal ded ssi ni

est orthogonal fout vecteur directeur de

7 (vecteur normal de d)

/

4 (vecteur directeur de d)

» Toute droite admet une infinité de vecteurs nornguixsont tous colinéaires.
e Tout vecteur orthogonal a un vecteur normal estaateur directeur de.
* Propriété

Soitd une droite passant par le pofaet de vecteur normal, alors.

OP POd- APON

—

Pedet AP 17
—

Q ¢ det AQ et 11 pas orthogonaux

Q

- 14 -
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X"J un vecteur normal dd

n

« Soient A(x,; y,)Od, P(xy) un point du plan eﬁ[

dans urR.O.N. (O, T,T), alors d’aprés la propriété précédente on a:

teos- 2 o))

= (x=%) % +(y= %) %=0
= XK XXt VYT YW %=0
Enposanta=x,, b=y, etc=-x,% — Y, ¥, onobtient P(x y)O d = ax+ by 0

On peut montrer comme précédemment coeite équation de la forme
ax+by+ c=0 avec (a;b) #(0;0) est une équation cartésienne d'une droitel de

a
vecteur normal ﬁ(b} .

* Exemple

3
Soitd la droite passant pa‘k(?;—Z) et de vecteur normaﬁ( 5}, alors :

P(xy)0d«- WF(izg Dﬁ[_?’SJ

= 3(x=7)-5(y+2=¢C
= 3x-21-5y-10= 0
D'ou: d=3x-5y-31=0
c) Droites paralléles et droites perpendiculaires
Soientd une droite de vecteur directetiret de vecteur normal et d' une droite de vecteur
directeurv et de vecteur normah. Alors il est évident que
e d||d = UetVsontcolinédaires n €t msont coliméa~ U0 M- hOV

e dOd - UV - N M < Uetisontcolinéaires h etV sonlic@aires

%

d

— \

Exercices 14 — 18

- 15 -
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7) Equation réduite d’'une droite

Exemple
Soit la droited =3x-2y+ 5= 0. Pour déterminer un point dg on remplace dans cette

équationx par n'importe quelle valeup(ex. x=-7) et on résout I'équation d’inconnye
obtenue :-21- 2y+ 5= 0= y=- £ Ainsi A(~7;-8)0d. Autre méthode on commence
par exprimel en fonction dec: 3x—2y+5= 0« —2y=—-3X- 5= y= 1,5«¢ 2,, ce qui
permet un calcul plus rapide pour différentes vaelex :

si x=-7 alorsy=1,5[{-7)+ 2,5= - ¢

si x=4 alorsy=1,5[#+ 2,5= 8,!

si x=26 alorsy=1,5[R26+ 2,5 41, etc
L’équation y =1,5x+ 2, £ est appelééquation réduite ded.
Cas général
Soit d = ax+ by+ c=0 avec (a;b)#(0;0) une équation cartésienne d'une draite
alors : ax+ by+ c=0 = by=- ax « Pour exprimey en fonction de< il faut diviser les

deux membres de I'équation gace qui nous ameéne a distinguer deux cas.
1°"cas :b#0

by=-ax-c |: b y= —% x——; et en posanp = —% etq =—§ I'équation de la droite

alaforme :d = y= px+ g appeléequation réduite ded.

2°cas:b=0

Alors a#0 puisque(a;b) #(0;0) d'ol: d=ax+0y+ c=0«= ax-c | a= - et
a

en posantk=—E 'équation de la droite a la formed = x=k appelée également
a

équation réduite ded.
Ainsi chaque droitel admet une équation, appeléguation réduite ded, de l'une des

deux formes suivantes :

|dEy: pxt q ou d= x |<

Interprétation graphique

o Nous savonsvpir p 13 que la droited = ax+ by+ c=0 a pour vecteur directeur

-b . -(0 - .,
U[ j et que I'axe dega pour vecteur dlrecteq{lj. Or i et | sont colinéaires
a

- 16 -



3° B — Chapitre | — Géométrie analytique

ssi-bd=al@ < -b=0< b= 0en dautres termes :

d[|(Oy) = b=0< d= x= k.

Exemples d, =x=-2, d,=x=3,d,=x=4,5 et d,=x=0 (il est évident que

d, =(Oy)).

dl d4 d2 d3

0 Soitd=y= px+q

Si x=0 alors y =g donc A(0;q)0dn (Oy). Ainsi A est le point d'intersection di

et de I'axe dey et c’est pourquod est appel&rdonnée a I'origine

—(1
Si x=1 alorsy = p+ g donc B(l; p+ q) [0 d. Ainsi le vecteurAB[ j est un vecteur

p

directeur deal. Trois cas peuvent alors se présenter :

- si p>0 la droite « monte » et d’autant plus vite guest grand

- si p<0 ladroite « descend » et d’autant plus vite gest petit

- si p=0alorsd||(Ox)

d A B
p=20
J
0] I 0] I 0] I

p est appel@ente ou coefficient directeur ded.

- 17 -
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» Soient deux droitesion paralléles aux axes'équations réduitesd = y= px+ g et

1 1
d'=y= px+ d et de vecteurs directeufz{ j respectivementﬁ'( J Alors :
p p

0 |d|d = p=p| (dans un repere quelconque)

En effetd||d’" = UetU colinéaires- @ 1f1'p- p=

o [dOd = pg=-1= p5=—l (dans urR.O.N)
p

En effetd 0d < UetU orthogonaux O4dpldp= 6 pp=- 2 b:——Fl).

Exercices 19 - 21

8) Intersection de deux droites

Soient deux droitesl = ax+ by= cetd’' = ax+ b y= ¢ dans un repére quelconque alors un
point M (x, y) Odn d ssises coordonnées vérifient les deux équatiest-a-dire le
systeme d’équations linéaires

ax+by=c (1)
{a’x+ by=¢ (2)

Or les deux droitesl et d' sont soit sécantes, soit strictement parallélais,confondues,
c’est-a-dire que le systeme a soite seule solution(un couple de deux nombres), soit

aucune solution, soit une infinité de solutionsitées points des deux droites confondues).

L _(-b ) . . ,
En désignant paii etd'| , | lesvecteurs directeurs deetd’, on sait que :
a a

d||d" = UetlU sontcolinéaires ab=ab 'ab-al
d etd' sont sécantes U €tu ne sont paséalies= abz 'ab- ab-ah

Le nombre de solutions du systéeme dépend donc ihlomecali -d k qu’on appelle

déterminant du systémeet qu’on note :

a=2 tf‘:ab'—db
a b
Exemples
o'I55x—6y=—2 (J) _ - :5@1—(—3)[&—6):20‘ 18 2 ( donc le
d'=-3x+4y=11 (9 -3 4

systeme a une seule solution (c-a-d les deux dredat sécantes).
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d=15x-5y=1 (9 A [t
d'=12x-4y=-3 (2 ~ 2
deux droites sont paralléles. Plus précisément :

(2) = dy=12%+ 3= y= 3x+§1

:j=15[ﬂ‘4)-12m-3=—6(} 66 | donc les

dans (1) :15X_5(3>(+§,j_ 1= 0= 1%- 15(—1745= L —%5= impossible donc le

systeme n'a pas de solution e&n d =0 (les deux droites sonstrictement
paralleles.

d=15x-5y=-10 ()
(0]
d'=12x-4y=-8 (2

comme pour I'exemple précédent le déterminant Qaut
(2) = 4y=12+ 8= y= X+ =
dans (1) :15x-5( X+ ) =-10- 1%- 1%- 16 18 ce qui est vrai pour tout

donc le systéme a une infinité de solutions, aisdwas les coupleéx;3x+ 2) avec

xOR (les deux droites sonbnfonduek

Supposons maintenant qide=ab — d b# 0 , alors le systeme a une seule solution :

= qb ' —
'ax+by q = abx+bby_bc(+):(ab’—aﬁb) x= Be be= AD%| °
ax+Hy= ¢~ |-bax-bBy=-b ¢ b
by= q[{- a —ad x— ——
by 4[6 )3{ aa'x dby= éT(+):>(ab’—alb) y= at- ac:ADy:a, c:en
ax+by= ¢|[a adx+aby= at a ¢

b

, on obtient :
b

c
posantA, :‘C,

a c
etA, =, |
a c

A=A x—ﬁ etAly=A y—ﬁ
* A Y A

On peut alors énoncer la regle suivante appélgie de Cramer:

ax+by=c (1)

Pour résoudre de systén{e, on commence par calculer sdéterminant

ax+py=¢ (2)

b
principal : A:|a, b,|:ab'—a'b.

Si A #0 alors le systeme admet une solution unique :

A b
s={[ B2 |l oya = 2
A A c b

Si A =0 alors le systeme admet une infinité ou aucundisolsl

a C

1 U

etA, =
Y C
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Exemple

Soient d =3x-2y=17 et d'=4x+7y=13, pour déterminer l'intersection de ces deux

3x-2y=17
droites, il faut résoudre le system :X y (]) :
4x+7y=13 (2

3 —

A=| 71=21+8= 29% (

17 -
A = =119+ 26= 14: doncx:£5:5
13 7 29

31 -
=39-68=-2¢ doncyzﬁ:—l
4 1 29

y

A:|

Les deux droites se coupent efB;-1).

Exercices 22 - 27
9) Distance d’'un point a une droite

» Définition
Soit un point A et une droite d. On appelistance deA a d, et on noteAd, la distance

deAau pointBOd tel que(AB) O d.

e Théoréme

Dans un R.O.N. soient un poim( Xas yA), une droited = ax+ by+ ¢c=0, alors :

Ad:|axA+byA+¢

Démonstration

Dans un R.O.N. soient un poit(x,; y,), une droited = ax+ by+ c=0 et la droited’

passant paf et perpendiculaire & Alors U( J est un vecteur directeur deet on a :
a
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—— €D N e

M(xy)Od = AM 0 ~ —bx bx+ ay ay=0- - bx ay ay k
Y= VYa a

ax+hby=-c

B(xy)0dn d - {—bx+ ay= ay, — bx

A:i j:a2+b2¢0car(a;b)¢(0;()
—C b —ac—
A, = J:—ac—abyﬁﬁ)gdoncx: ac ?b%:B)&,
ay, — bx, a“+b
|a < |__, ~ _a’y,—abx - bc
Ay—_b ayA—b&‘_a y, — abx, — bcdoncy = 10
2 2
o_ e[ -ac—aby+ B x a y- abx- bc
Ad® = AR’ ( il % | + I %
_(—ac-aby + B x- x &- x52+ ay- ape be yla b
a’ +b? &+
_(-ac-aby, - x & 2+ - abx- be yb)
- a2 +b? a2+
_(~a(ax+ by.+ g 2+ ~b(ax, + by, + 9\’
a’ +b? a’+b?

_a’(ax + by + c)2+ B( ax+ by+ ¥
(a2 +0?)° (a?+ )’
(ax, + by, + 9°( & + B)
(a2 +07)

(ax, + by, + c)z
a’+b?

Dbu:Ad:J@&+bﬁ+©2:h&+bﬂ+¢.

a’+b’ Ja? +1?
CQFD
Exemple
SoientA(-4;3), (Ox)= y=0, (Oy)=x=0 etd = x-5y+7=0, alors:
3 4 [-4-50B+7_[-12_ 12
A(Ox) = =3, A(Oy)= =4 et Ad= = =
(= 7 = AN Frey V2o V2
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Définition
On appellebissectriced’un angIeB/AE: la droiteb

gui passe pah et qui partage I’angIdB/AE: en deux

angles adjacents de méme mesure.

Propriété
SoientA, B etC trois points non alignég, la bissectrice de I’angIB/AE: et POb. Alors :
P(AB)= P( AQ

Démonstration

Soient DO(AB) et EO(AC) tel que A(ADP)

soit rectangle e® et A( AEP) soit rectangle eE.

Alors P(AB)= PD et P(AC)= PE. De plus les

deux triangles ont des angles deux a deux de m

amplitude : DAP=PAE  car (AP)=b,

A
PDA= KE\P:QO" doud APD=EPA et une

hypoténuse commune{AP] donc ils sont «superposables» (on dit quils tson

isométriques. Par conséquerRD = PE c'est-a-direP( AB) = P AQ).

Exercices 28 — 31

10) Equation d’un cercle

Définition
Soit un pointQ et un nombre réel strictement positifalors le cercle de cent® et de
rayonr est I'ensemble des poirstel queQP =r .
c(r)={P/QP=r}

SoientQ(a;b) et P(x y) dans un R.O.N., alors :
P(xy)Oc(Q,r) = QP=r

- QP*=r?

= (x-a) +(y-0)°="¢

Ainsi. [P(x y)OC(Q,1) = (x- a)2+( y- t)2= F

-22 -
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L’équation du cercle peut se mettre sous la forme :
(x—a)2+(y— b)2: e X-2ax d+ y-2by b- =0
e XP+ex+ Y+ dy &0
en posant=-2a, d =-2b ete=a+ ¥ - I°.
La premiere forme de I'équation d’'un cercle présampendant le grand avantage qu’elle

indique les coordonnées du centre et le rayon dilece

Réciprogquement soit I'équatioxf + cx+ Y’ + dy+ e=0 (*), alors :

2 2
X*+cx+ Y+ dyr e=0 - >%+2§ »(—Zj + §/+2—c2]I y(gj _c, 4

2 4 4
2 y 2
2 2

c - .
en posams:Z+d7— e. Il faut alorsdistinguer trois cas

1* cas :s>0

Nl

Alors (*) est I'’équation du cerclde centreQ(—g;

j et de rayorr =/s.

2°cas :s=0

c) d)’ c d c d
Alors x+§ + y+E =0 = x+—2=0ety+—2= 0= x=——2 ety=——2 donc

I'équation représente le Qoiﬁl(—g; —%j .

3Fcas:s<0

2 2
Alors (x+§j +(y+%) = s est impossible car la somme de deux carrés egiuicu

positive !

Exercices 32 - 45
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EXERCICES

1) Le plan étant muni d’un repér(é),T,T), on donneA(5;-7,3, B(-9;0), C(%;—Sj,

-4 6
U( 1] et\7(2 4}. Calculez les coordonnées de :

a) AB d d+v g) 3BA-7CB
b) 2[CA e) U-v h) gxé-é‘smm
c) -BC f) 30+2v

2) Le plan étant muni d’'un repé(@,T,T), on donneA(11,-2), B(-4,5;1), C(-17;13),
D(x,-5) et E(-3;y). Déterminez les réelsety pour que:
a) 2AD-6EB=0 c) DB+2BC=3CE- DE
b) 5CD+ AB= AC-8E/ d) EA-11BD=-BE+ 4E/

3) SoitABCDun parallélogramme de centeetl, J, K, L les milieux des quatre cotés :

Cc J

a) Déterminez les coordonnées des podit#\, B, C, D, |, J, KetL
) dans le repéréo,a,a])
i) dansle repéréc,a,a])
iii) dans le repéréB, BA BO)

b) Déterminez les coordonnées des vected® BC,I|J LC,BDgtJ/ dans le

repére(o, a,a]) .
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4) Soit ABCDEFest un hexagone régulier de ce@re

C B

5) Dans un repére(o,(‘)T,f)«\J) on donne les pointsA(-1,4), B(3,7) et C(2,-5).
Calculez les coordonnées du point K défini pa¢ + 2BK - 4KC=0:
a) dansle repéréo,a,a]).
b) dans le repéréA,ﬁB,TC).

6) Soient A(ABC) un triangle quelconque &b son centre de gravité. Calculez les
coordonnées dé dans le repér(aA, K—B—AE) .

7) Dans un R.O.N. on donn&(-3;2), B(15), C(4;1) et D(x;0).
a) Analysez la nature du triangke( ABC).
b) Déterminezx pour que le trianglé\( ABD) soit isocéle eiD.

8) Le plan étant muni d’un repé(e),T,T), on donneA(24;x), B(-3L-16), C(-3;77),

(5) (6 (-3
0 LV et w
15 18 11
a) Analysez si(O,T,V) est un repére du plan.
b) Méme question poufO, U, W) .
c) Méme question poufA, T, W).
d) Méme question poufB, -, 2W).

e) Pour quelle(s) valeur(s) de x les vecte®B et AC sont-ils colinéaires ?

- 25 -



9)

10)

11)

12)

13)

14)

3° B — Chapitre | — Géométrie analytique

Le plan étant muni d’'un repé(@,T, I) on donneA(2;-1), B(-3;5) et C(7;-4).
a) Trouvez les coordonnées deB, CetO dans le repéréA,T,T).

b) Montrez que( B, 2],—3”) est un repére du plan, puis trouvez les coordandég,
B, CetO dans ce repére.

c) Montrez que(C,T— 7,2+ 3]'”) est un repére du plan, puis trouvez les coordanée
de A, B, Cet O dans ce repére. Plus généralementoitn point de coordonnées
(X Y ) dans(O,T,T) et (Xy,Yy) dans(C,T—T,2*+3jﬂ) . exprimez X,, etY,,
en fonction dex,, ety,, .

Soient A(-18), B(2;5), C(7;-16), D(3;-4) et E(x-9).

a) Analysez si parmiles poings, B, CetD il y en a trois qui sont alignés.

b) Déterminezx pour queA, D et E soient alignés.

Dans un R.O.N. on donn@(-5;-3), Q(3;-1), R(2;3), S(-6;1).

a) Montrez par deux méthodes différentes qR@RS=# .

b) Montrez par deux méthodes différentes Q@RS est un rectangle.

c) Analysez si les diagonales sont perpendiculaires. ggut-on en conclure ?

On donneA(L8), B(5-2) et C(-2,1) dans un R.O.N. du plan. Montrez par deux

méthodes différentes qui( ABC) est un triangle rectangle.

Soient A(L;2), B(4;-2), C(-1-2), D(-4;2) dans un R.O.N.. Montrez q#eBCD est
un losange.
Déterminez une équation cartésienne (généraleletted de la droite d sachant que :

5
a) d passe pai(-9;11) et a pour vecteur directeﬁ( 3}.
2 . (0
b) d passe paB(g;—lj et a pour vecteur dlrecteur(7j.

-8
c) dpasse pa€(2;13 et a pour vecteur directeni{ 0 j

d) dpasse paE(3;1) et parF (-15;4).
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[ 2
Dans un R.O.N. on donn&(-5;3) et n( 7}.

a) Déterminez une équation cartésienne de la dibifassant paA et de vecteur
normal .

b) Déterminez un vecteur directeurdle
Soient A(2;-3), B(-14) et C(7;0) dans un repére guelconque.
a) Vérifiez queA(ABC) est un triangle.

b) Calculez le centre de gravité G de ce triangle.
c) Déterminez les équations des trois médianes deriaegle et vérifiez que G

appartient a chacune de ces droites.
Soient A(6;-1) etd =7x-2y-3= 0 dans un R.O.N..
a) Déterminez I'équation de la droitetelle que Al a eta||(OX).
b) Déterminez I'équation de la droibtetelle que Allb etb|| d.

c) Déterminez I'équation de la droitetelle que AClc et c 0(OX).

d) Déterminez I'équation de la droitgelle que ACle ete 0 (Oy).
e) Déterminez I'équation de la droite telle queAD f et f Od.
Soientd =7x-9y+11= Qetd'=ax+4y-1= 0 dans un R.O.N..
a) Pour quelles valeurs dea-t-ond | d' ?

b) Pour quelles valeurs dea-t-ond O d' ?

On donne quatre droites par leurs équations caneéss :

d=x-y+2=0 d,=2x+3y+6=0
d,=2x+7=0 d,=-5y+15=0
a) Pour chacune de ces droites déterminez une équatiaite puis représentez-les.

b) Vérifiez siles pointsA(—%;ZlJ, B(L3) etO(0;0) appartiennent a ces droites.

Parmi les droites suivantes, quelles sont cellessgat paralléles ? perpendiculaires ?

(toutes les équations sont données dans un R.O.N.)

dlE4=% d, =6x="5- 4y d,=x=7-y

- _ = y— X Yy_
d,=4x-6y=0 d, = y=9+x d6=§+§_11
d, =4x+3=5 d, =2x-3y=1 d, =5x-7y=5(x- y+ 2
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Dans un R.O.N. on donne le poiA{-4;7) et la droited =3x-5y+ 8= 0. Déterminez
I'équation réduite des droite; et d, passant pah tel qued, || d etd, Od.

Soient M (—3;%), P(-2;0) et d=2x+2y+1=0. Déterminez(MP)n d. Vérifiez

votre résultat sur une figure.

Trouvez les pointé, B etC sachant que :

(AB)=2x-y=0 (AC) = x+ y=3 (BC)=3x-2y=4
Soient A(9;-1), B(0;8) etC(4;-3).

a) Vérifiez queA, B etC ne sont pas alignés.

b) Déterminez une équation cartésienne de la dddiéddle queCOd etd || (AB) :

c) Déterminez une équation cartésienne de la ddditeelle queBOd' etd’|| (AC) .

d) DéterminezDOdn d'.
e) Quelle est la nature du quadrilat&BDC ? Déduisez-en une méthode (beaucoup !)

plus simple pour obteni.

Soient A(2;1), B(5;3), C(3;-1) dans un R.O.N..

a) Déterminez les équations des trois médiatricessialugjeA(ABC).

b) Montrez que les trois médiatrices se coupent gpoimt Q .

c) Montrez queQA=QB=QC. Comment appelle-t-on le poifx ?

d) Déterminez les équations des trois hauteurs dugleéa\ ( ABC).

e) Montrez que les trois hauteurs se coupent en um pbiComment appelle-t-on ce
pointH ?

f) Déterminez le centre de gravité du triany(@BC).

g) Montrez qu'il existe une droite qui passe far H et G. Cette droite est appelée

droite d’Euler (mathématicien suisse du ®1§iécle) Précisez les positions de ces

trois points.

Dans un R.O.N., déterminez une équation de la delgoet de chacun des c6tés non

donnés du rectangle dont une diagonale a pouriéquedrtésienn8x+ 7y—10= C et

dont deux cotés ont respectivement pour équaters2y— 7= 0 et 5x+ 2y = 36.
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Dans un R.O.N., déterminez une équation cartésidarghacun des cétés d’un triangle

dont on donne le sommefk(—4;—5) et deux hauteurs d’équatiodx+8y+13= C et
5x+3y-4=0.

Soient deux droitesl =8x-6y+ 7= 0, d' =12y- 5x+ 1= C et A(2;3) dans un R.O.N..
De quelle droite le point A est-il le plus éloighé

Soient A(2;2), B(-3;1) et C(5;-4) dans un R.O.N.. Calculez I'aire du triangle

A(ABC).
Dans un R.O.N. on donne les deux drokﬂes% =§x+1 etd =3y-4x+14= (.

a) Montrez qued || d'.

b) CalculezPd' ouP est un point quelconque deQue constatez-vous ?
Soient A(1;0,5), B(-4;3) et C(-2;-1) dans un R.O.N. (figure !).

a) Déterminez les équations des droifés), (AC) et(BC).

b) Montrez que I'ensemble des points (appelé aussiele des points)P qui sont

équidistants de(AB) et (AC) est la réunion de deux droites perpendiculaires
sécantes eA. On sait que I'une de ces deux droites est laebigse b, de l'angle
BAC. Laquelle ?

c) Déterminez de méme les bissectribgsde I’angle(fB\A eth. de I’angle,@.

d) Montrez que les trois bissectrices sont concousaateun poinD équidistant des

trois cotés du trianglé ( ABC).

Donnez une équation cartésienne du cercle ...

a) de centreQ(4;-3) et de rayon 2.

b) de centreQ(0;-1) et passant paR(12;~6).
c) de centreQ (%—Zj et de rayon\/;.

d) de diametrd AB| avec A(-5;4) et B(7;-8).
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Déterminez les lieux suivants :

L={P(xy)/ ¥ -6x+ y-14y 63= (
55
M=:P(xy)/ X+ y-3x+6 y—7=0}

P

O

{P y)/ 49X + 42x+ 49¢ + O= §
{P(

P(xy)/ ¥ -8x+ ¥-18 y+135= §

I= {P (x y)/ ®+7 x+ )?—— W 51= 0}

I={P(xy)/4X-4x+ 4y +8y- 31 §

K ={P(x y)/36X + 48x+ 36y - 180y+ 205 K
E={P(x y)/(2x+1)(5- 6)-(3y+ I( 4y J= P

Reprenons les données de I'exercice 31.

a) Etablissez I'équation du cercle de centre D quiasgent aux trois cotés du triangle
A(ABC), appelécercle inscrit du triangle.

b) Calculez l'aire et le périmetre de ce cercle.

Donnez une équation cartésienne du cercle pasaatggpoints

a) AL 2), B(0;1) etC(10).

b) A(-13), B(4;-2) etC(-2;-5).

Soient A(-2;-3), B(8;1), C(6;6) et D(-4;2) dans un R.O.N.. Quelle est la nature du

guadrilatéereABCD ? Déterminez son cercle circonscrit.

Problemes

Soit C le cercle d’équatiorf = x* +10x+ y* — 2y+ 22= Cdans un R.O.N..
a) Déterminez le centre et le rayon@e

b) Trouvez deux pointA et B de C qui n'ont ni la méme abscisse, ni la méme

ordonnée.

c) Déterminez les équations des tangentgset t; au cercle aux point&\ et B

respectivement.
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d) Déterminez le point d’intersectidrdet, ett;.
e) Quelle est la nature du triangle(IAB) ?

38) SoientA(-4;1) et B(2;7) dans un R.O.N.. Déterminez les lieux suivants :
a) L ={M / le triangIeA(ABM) est rectangle eM}. Comment appelle-t-on ce lieu ?
b) S={M/AM =BM}. Quel est ce lieu ? Prouvez-le !

39) Soit un triangleA( ABC) quelconque, A’ = mil[ BC], B'=mil[ AC| C' = mil[ AB] etG
son centre de gravité.

a) Montrez queAC* + AB° =2 AA” +

(théoreme des médiangs

b) Donnez sans démonstration des formules analoguedgmautres médianes.

BC®’+ AC’+ AB
3 )

40) Montrez que pour tout#(ABCD) on a: AB’+ BC*+ CD'+ DA = AC+ BD par

c) Déduisez-en qUEA’ + GB + GC =

deux methods différentes:
a) En vous plagant dans un repére approprié.

b) En utilisant le théoreme des médianes établi darsrtice précédent.

41) SoientA et B deux points fixes tel qué\B=6. Déterminez le liel. des pointsM tel

que MA=2[MB.

42) SoientA(2;5) et B(4;7) dans un R.O.N.. Déterminez le liudes pointsv tel que:

MN+M§:ZA§

43) Une perche rigideﬁAB] de 10m de long est posée contre un mur vertical. En ssgto
que son extrémitd glisse le long du mur et son extrémitde long du sol, quel est le

lieu L. du milieuM de la perche ? (figure !)

44) Soienta etb deux droites perpendiculaires sécante©ert M un point quelconque du

plan. On noteA et B les projections orthogonales di& sur a et b respectivement

(figure ). Déterminez le lielL des pointv tels queOA+ OB=3.
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