CHAPITRE 2
Les puissances a exposants négatifs

1. Introduction : les puissances de 2
Nous connaissons bien la notatigh oun est un entier positif :

2°=1
2'=2
2°=2[P=4
2°=2[P[P= €
2% = 2[R[P[R2= 1¢

En général : (OnON) 2" =2rp0.02
—

n facteurs

Remarquons gu'il y a une relation évidente edd¢ex puissances successivies 2. Par exemple :
24
2" = 2[2° ou encore 2° =5

3
2° = 2[? ou encore 2° :23

6
2° = 2[ ou encore 2° :2?

etc.

En général : (DnDN*) 2" =22
1 _ 2

Ou encore : 2 :?

Nous allons essayer de donner un seiS’a c'est une puissance avaxposant négatit-3. Pour
cela, nous faisons I'hypothése que la formule (¥e8)e valablgour tout entier relatifn. Nous
obtenons de cette fagon le tableau suivant :

n | -3|]-2] -1 0 1 2 3

|l 1] 2] 4] 8
8 | 4|2

RNRANRANAY

2 2 2 2 2 2

Il est donc naturel de poser :
1

L 1
23:_:_
8 2

En d'autres termes : 272 est inversede 2°.




Et en général :

(OnON) 27 :2—1n est linverse de"

2. Définition et exemples

Définition. SoitaldR” etnN. a™" est l'inverse da&". Donc :

Remarque Dans la définition on doit choisa # 0 puisqu'en générabk 2% n'existe pas !

Corollaire de la définition Commea™ est l'inverse dea", on peut dire également que est
linverse dea™. En d'autres termes :

n 1
a'=—
a
~ . -n 1 -NnaNn n 1
Démonstrationa " =— < a 'a =1< a’' =—
a
Exemples
= Puissances de 3
3_1_1_1
T3 3 n | -4 3| -2 -1 0 1 2 3 4
g2=1_1 21111 3] 9f 27| 81
¥ 9 81| 27 | 9| 3
1 1
3_3:_:_
3 27
= Puissances de -3
g 1 1_ 1
( ) _(_3)1__3_ 3 n -4 -3 21 -1 0 1 2 3 4
1 1 1 1
_ 1 1 A\ = | -—=|=]|-=| 1| -3]| 9 |-27| 81
—32: =— (3)
(-9 i 81| 27| 9| 3
- 1 1
-3 3 - =

Remarquons que les puissances paires de —3 satmigotandis que les puissances impaires de —3
sont négatives. Ceci est général :

Signe d'une puissanceSoitadR" etnOZ.
a) Sia>0 alorsa" >0.

b) (i) Sia<O0 etnest pair alora" >0.
(i) Sia<0 etnestimpair alora" <0.




3. Propriétés
Pour commencer, rappelons les propriétés des puissaagpesants positifs:

(Da,bOR’)(On,mON)

Puissance d'un produit (ab)" =a"p"
Puissance d'un quotient (%j :%

n+m

Produit de puissances de méme base a"a" =a

n-m

n a sin=m

. , A a
Quotient de puissances de méme base — = _
a ——sinsm

am—n

H 1 H n m —_ nm
Puissance d'une puissance (a ) =a

Nous allons prouver que ces formules restent vedabur des exposants négatifs.

* Puissance d'un produit

(Da,bOR’)(OnOZ) (ab)" =a'"

Démonstration La formule est déja valable siJN (voir cours de §. Il reste donc a démontrer la
formule sinOZ_, c.-a-d. sin=-m avecmON. Dans ce cas :

(ab)" = (ab) ™

=1 - par définition

(ab)

1 -y

= 0" formule pour exposants positifs
= a—lm E-lblm produit de deux fractions (voir ghe)
=a "™  par définition
—_ anbn

Exemple(2a)” = 2%~ = %a‘e'

* Puissance d'un quotient

(Da,bOR’ ) (OnOZ) (—j ==

Démonstration La formule est déja valablerdilN . Il reste donc a démontrer la formule8iZ _,
c.-a-d. sin=-m avecmON. Dans ce cas :



éll

b b

ay_(a)"_ 1 _ 1 _b"_ 1 ., _a"_a
b b) © (ajm (M ai @m g™ o p™ b™ b"
avec : (0 = par définition
() =formule pour exposants positifs
(@) = formule sur les fractions
Exemple (ﬁj_s = X—_a = 3—3 -2
3 3 x

L'exemple suggere d'introduire une autre formule intéréssan

(0a,bOR")(OnOZ) (gj_n = (Ejn

Démonstration

X -4 3 4
Exemple (—j :(—j :
3 X

* Produit de puissances de méme base

(DaOR’)(On,mOZ) a'a™=a™"

Démonstration La formule est déja valable si1N et mON. Il reste donc & démontrer la formule
sinOZ_ ou simOZ_. Nous allons nous restreindre au casnalN et mOZ_, c.-a-d.m=-m'
avecm'IN. Alors :

n a = —a Bi=m
NAQamMm — no—-m' — a —_
aa =aa B aml d'apré_s (4.11 1 = a_(ml_n) - an_ml - an+m Sln <m'
m-n - - -
a
_ - 1 1
Exemple 2°[2°= 2% = 23= = ==,
2> 8
* Quotient de puissances de méme base
an
(DaOR’)(OnmOz) =-=a""
a
4 R an n 1 no-m n+(-m) n-m
Démonstration —=a'l+— = aa = a =a
a a  par définition d'apres (4.16)

-4
Exemple 2—_5 =2 ==,
2



» Puissance d'une puissance

(DaDR’)(OnmOz) (a")"=a™

Démonstration La formule est déja valable si1N et mON. |l reste donc & démontrer la formule
sinOZ_ ou simOZ_. Nous allons nous restreindre au casnalN et mOZ_, c.-a-d.m=-m'
avecm'IN. Alors :

(an)m - (an)_m‘ - 1 ‘ :_1‘ =gq "™ =g™

(an )m anm
Le lecteur est invité a démontrer la formule dassdutres cas.
3 1 1
Exemple (272) =2°=—=—,
ple (27) 2° 64

4. Notation scientifique

Dans les sciences, on rencontre souventréle grands nombre®u encore des nombreses
proches dé). Par exemple, la masse d'un électron est a gswégale a

m, = 0,000 000 000 000 000 000 000 000 DO0'000 91

Quel travail que d'écrire ce nombre ! De plus, développement décimal n'est pas trés lisible : il
est en effet difficile de compter le nombre de géawvant de rencontrer le premier chiffre signiffcat
c.-a-d. 9. Afin de bien comprendrerlatation scientifiquede ce nombre, nous allons d'abord étudier
les puissances di0.

Exposants | n | O] 1] 2 3 4 5 6
positifs | ;5 | 1 | 10| 100| 1000 10°000| 100°000| 1°000°000

On remarque que 3i =0, alors le développement décimal du nomb@e est égal a 1 suivi de
zéros.

Exposants n |-1] 2 | 3 —4 =5 mS
négatifs 10' | 0,1] 0,01 0,001 0,0001| 0,000001 0,000°00fL

On remarque que $i<0, alors le développement décimal du nombde est égal a 0 suivi de la
virgule, puis de|n|-1 zéros en enfin du 1. Retenons donc qu'il guatotal |n| zéros dans le
développement décimal d€' .

Apres avoir compté 31 zéros dans le développemécimal de la massen,, on comprend
aisément que :

m, = 9,1110* k¢

C'est lanotation scientifiquede ce nombre. L'avantage de cette écriture edilelow'une part elle
est tres condensée et d'autre part elle permeeceul de comparer tres rapidement l'ordre de
grandeur de plusieurs nombres écrits en notatientifique. Par exemple la masse du proton est

m,=1,67259611G" k

La notation scientifique des deux nombres rend glzé m, > m, et méme quen , >10000m .
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Définition. Tout nombre réeion nul x peut s'écrire sous la forme=+al10" tel que :
allR, etl<a< 1C
{nDZ
Cette écriture est appeléetation scientifiquedex.

Le fait important dans cette définition est quea <10, c.-a-d. dans le développement décimal de
a, il y a exactement un chiffre devant la virgule.

Autres exemples
= La vitesse de la lumiére dans le vide est a pesiggale a
¢ =300 000 km/s

=300 000 000 m/300°000 km/s

=300 m/s
= Le nombre d'atomes contenues dans une mole d'meétést égal a

1 mole= 6,022048 ¥ particul (hombre d'Avogadro)
= La constante de gravitation universél@aut environ
y=6,67000" ni ( kg§)

Nous allons finalement nous intéresser au probléen&a transformation d'un nombre en notation
scientifique.

Exemples et regles
12,3456= 1,23458 1(

123,456= 1,23456 & Si I'on déplace la virgule de n unités vers la gauche,
1234.56= 123450 F( il faut multiplier par 10".

12345,6= 1,23458 1(

0,123456= 1,23458 10
0,0123456= 1,23458 19 Si lI'on déplace la virgule de n unités vers la droife,

0.00123456 1 23458 10 il faut multiplier par 10™".
0,000123456= 1,23456 1(

mm,

2
r

corps ponctuels de masses et m, situés a une distancd'un de l'autre.

! Cette constante apparait dans la loi de gravitatidveson F =y , qui donne la force d'attractiéhentre deux
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