2B Devoir de mathématiques

Question 1 30 (=3+4+7+5+5+1+5) points

(1)

CE.:1—2cos’z =0

<:><3032:c¢%

@cosxzi@
Sr=it+k-Skel
Donc : dom f =dom, f =R\ {3 +k-3, k€ Z}.

sin(x + 27) sin x
T+ 2n) = = = fo>.
I ) 1—2cos®(z+2n) 1—2cos’z /

Donc f est périodique de période 2w. Il suffit donc d’étudier f sur un intervalle

de longueur 27, par exemple [—T,T].

sin (—z» —sinzx

fe—> = =—fw

1—2cos? (—1> - 1—2cos’x
Donc f est impaire. Il suffit donc d’étudier fsur [0,7]. G; est symétrique par
rapport & O. Il suffit donc d’étudier fsur [0,7].

f est continue en 0 et en w. Donc :

iig%)f(x) = f(0)=0 et alci_rﬂyf(m = fco=0.

Pour étudier les limites en et 3% on étudie d’abord le signe de

1
1—2cos’z = (1—~2cosz)(1+v2cosz)

x 0 z ??T“ T
1—~2cosz B 0 + +
1+ ~2cosz + + 0 -
1—2cos’x B 0 + 0
Donc :
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) ) sinz e
lim fcx> = hm—Qz%:—oo
z—T =% 1—2cos*z O .
: 2
. ) sin 5
lim fcx>) = lim ————— = = = +o0
z—3" s—3"1—2cos’z O
: V2
. . sinz 2
lim fcx> = hm_—Qz%:-i-oo
ZL‘H{T“ ﬂH% 1—2COS T 0 3
=AV.:z =2
: N}
) ) sinz 5
lim fcz> = lim ——5 === -0
z—38t e—3"1—2cos“z 0

f est un quotient de 2 fonctions dérivables sur R, donc f est dérivable sur son

domaine d’existence. Donc : dom, f = dom f.



Cosx<1—2c052x) —sinz(—4cosz-(—sinz))

(1 — 2cos? :1:)2

flce =

cosx[(l — 2C082x) — 4sin? :1:]

(1 — 2C082x)2

cosx[l — 2((:08230 + sin®

x) — 2sin? x]
(1 — 2cos? x)2
cosx(—l — 2sin2:1:)
(1 — 2cos? x)2
cosx(l + 251112:1:)
(1 — 2C082.’IJ>2

(5) f'cx> alesigne de —cosz. Sur [0,«w], f' a donc une racine unique, & savoir J.
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f'cad - i - 0 + i +
I N
I —+00 —+00 ||
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(6) f(0O)=0etf'(0)=—-1,donc t:y=—=x.

(7) Représentation graphique sur [—ZF,IX] -




Partie avec V200

Question 2

(1)

(2)

P est la représentation graphique de la fonction f:z — 2° et

P' est la représentation graphique de la fonction ¢ : z — 2 — (z — 2)2.

P et P' sont tangentes au point d’abscisse 1 car :

fhy=g()=1let f'(1)=g'(1)=2
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'2_(><_2)2+9(><) Dore 'E[g(x)j-}giﬂxj
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(P + F100) Done :gEI;
i = {1010
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HMAIN EAD ALUTO FUHC &40 HMAIN EAD AUTO

Soit h : z — ax?® + bz + ¢ la fonction dont le graphe est la parabole cherchée Q .

P et Q sont tangentes au point d’abscisse x; (inconnue)

f(zy) = h(zg)
J'(zo) = h'(zo)
h(2)=1

h'(2) =10

Les 2 derniéres équations traduisent le fait que @ admet comme sommet (2,1).

On résout le systéme par rapport aux quatre inconnues a, b, ¢ et z, avec la

V200 et on trouve :

- _1 — 4 - _1 -1
a=—3,b=35,c=—5et =73
1 sl ot |other Frontolciean U] |
la-><2+h-x+c+h(x) Dorne
= %Kh(x)) * hiix) Dake
B zoluel f{x0) =hixd) and F1l{xE0)=h1(x0) arp
a=-1s3 and b=4-3 and c=-1-3 and xip
B FICHEY [ = =B+ FOxED + L) Daoke
=L | wE = 12 - 14
t O | x0=1-2
MAIN FAD AUTO FUMC 14+20 AN FAD AUTO FUHC
. oy — 1,2 4, 1
Donc: Q:y=—32° +317—3.
; . 11
Le point de tangence est donc : C (2 , 4).

La tangente commune aux deux paraboles en ce point est :

try=/"(3)(z—3)+/(3)
Sy=z—1

Une esquisse faite avec la V200 se trouve ci-dessus.

Soit toujours A : x — ax? + bz + ¢ la fonction dont le graphe est la parabole

cherchée O .



P et Q sont tangentes au point d’abscisse z, (inconnue)

f(xg) = h(z)
J'(xg) = h'(x)
hcr> =s

h'¢cr>=0

La V200 sait résoudre ce systéme en fonction de s et de 7.
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s 4;‘ - 173 % 20 Done
l><2->l=|1(><) Dore
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a= ahd b=—%—— and c = ]
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WP2=s and hi<r)=0.{a.bh.c.x03}>
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Elle donne :

—$ 2rs —5 S
s b —= 5 , C = —2 et ‘,I"O = —. (*)
r —3S8 r —3S8 r — S8 r

Pour la V200, le probléme admet donc toujours une solution unique ! Or, bien
stir, les dénominateurs dans les expressions doivent étre non nuls. Donc :

1% cas particulier : > = s. Alors le sommet S de Q est situé sur la parabole

P et donc h'(xo) =0.

MAIN FAD AUTO FUMC HMAIN EAD AUTO FUNC

Dans ce cas P et Q ne seront en général pas tangentes sauf dans deux

situations exceptionnelles, détectées par la V200 :

a) |[r=b=c=u1xy =0 et a quelconque| C’est le cas ou le sommet S coincide

avec le sommet O de la parabole P :y = z°. Alors P et @ sont évidemment
tangentes en O, la tangente commune est Oy mais Q mn’est pas unique

puisque a peut étre quelconque (a = 0).

and a—lE14 andb O and c=0 andh
=y and hi(ri=0.{a b o =@2)|z=8

a=EI and b=0 and c=0 and =0=0
Lnd hiced=0_<{a b c x> 1s=p"2

HMAIN RRD AUTO FUMC HMalN KAD ALTO FUNC =/ &




b)lr=b=c=0, a=1 et z, quelconque. | C’est le cas ou P = . Dans ce

cas, en appliquant de facon stricte la définition, P et () sont tangentes en tout

point.

2¢ cas particulier : s = 0. Alors le sommet S de Q est situé sur ’axe des abscisses.

Dans ce cas, la V200 donne : ‘a =b=c=1xy = 0|. En d’autres termes, il n’existe pas

de parabole Q tangente & P dont le sommet est situé sur I’axe des abscisses (sauf si

S = O, cas que nous avons déja traité).

F cas _particulier : = 0. Alors le sommet S de Q est situé sur axe des

ordonnées. Dans ce cas, la V200 donne : |s =0 =c =15 =0 et a quelconquel ou

a=1let s=0=c=0 et g quelconquel . Le premier cas est encore celui ou S = O,

le deuxiéme est de nouveau le cas ou P = @, traité déja ci-dessus. On peut donc
conclure qu’il n’existe pas de parabole Q tangente & P dont le sommet est situé sur

I’axe des ordonnées (sauf si S = O, cas que nous avons déja traité).

Cas général: r = 0et s =0 et > = s. Alors S n’appartient ni & P, ni & Oz, ni &

Oy . Dans ce cas il existe toujours une parabole unique Q tangente a P et son

équation est donnée par :

2
Le point de tangence est C [i, ]
r

La tangente commune aux deux paraboles en ce point est :
tiy =z —5+ ()

., 2
<:>y:2%x—j:7

G. Lorang
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