Calcul intégral

A. Intégration par parties
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J‘ xsin2xdx

j x” cos(3x)dx
[mxdy

J. Arctan x dx

j Arcsinx dx
jArccos (2x)dx
J.xm dx
I
J.xe" dx

(10) j(s—x)e“dx

(1) [xedr

(12) j(xz—x—l)e“dx

(13) Ie“ sinxdx

— Exercices supplémentaires

(14) j sin(Inx)dx et j cos(Inx)dx
(15) [vxdr

(16) sz2de

(17) I’ (2x+1)d

(18) [xArctanxdr et [xArctan® xdx
(19) Icoszxdx et jsinzxdx

(20) [sin’xdx

1) jln(1+x2)dx

(22) [x"Inxdx avec neZ

(23) [cosxIn(l+cosx)dx

(24) j In(1+)dx et j xIn(l+Lydx
X X

25) jln(x+m)dx

B. Intégration par substitution (changement de variables)
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Refaire les exemples 7, 8, 17 de I’exercice précédent en faisant un changement de

variables affine.
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C. Intégrales trigonométriques
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(10) jcos4x.sin2 3xdx

[sin’x- cos* xdx
[ cos® x-sin’ xdx
[ cos x-sin’ xdx
[[cos* (2x)dr
J.tan4 xdx

J.sin 3x-cos3xdx
J-sin5x-sin7xdx
Icosx-costdx

J-cos2 x-sin2x dx

t=+vx*+1 ou x=tanu
1
t=x*-1 x=——

cost
3
X=—-
cost
X =2sint
X =sint
e’ =t, puis utiliser I’ex. précédent

sin x
(h J.cos X
12 { = tan >
(12) Ismx poser: t = anE
(13) I;dx poser : {=tan>
SIn X + COS X 2
X
14) dx oser : t=tan—
( Icosx+2 P 2
(15) I dx poser: t=tanx
1+sin® x
cos’ x )
16 dx poser: f=sinx
(16) J.1+251nx P



D. Intégration de fractions rationnelles

1 x*
(1 dx 10 dx
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X
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3) J-x4—4x2+x+1dx (x +1)(x +4)
4
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E. Problemes
(1) Soit »>0. Calculer :
1
a) dx
J—
b) I\/ r*—x* dx a) poser : x =rsint ou b) intégrer par parties
1 s i . .
2) a) _[ x2+1dx poser : x =tant¢ avec _E<t<5’ puis u =sint¢
1
b) En déduire : | ———=dx, avec a>0
‘[ [x2+a2

¢) En déduire : '[\/xz +a’ dx, avec a >0 , par parties

poser : x =

1 1
3 :
3) a | m—dr.sur L —
1
b) En déduire : J —_—
Nx*—a®

¢) En déduire : '[\/xz —a’ dx,avec a>0, sur Ja,+oo[

i . .
avec O<t<5, puis u =sint

dx, avec a>0, sur Ja,+oo[

1
d) Calculer aussi : j—dx et I\/xz —a’ dx sur ]-o,q[ (poser : x=—u)
\lxz _a2



(4) Soit fet g définies par: f(x)=e *cos’x et g(x)=e *sin’x
a) Calculer les intégrales indéfinies : [[ £(x)+g(x)]dx et [[£(x)-g(x)]dx

b) En déduire [ f(x)dx et [g(x)dx

F. Intégrales définies
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= 1 2 X
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(8) J‘fcosxln(lJr cosx)dx

G. Calculs d’aires (quadratures)
(1) Déterminer I’aire de la partie du plan délimitée par le graphe de la fonction £, ’axe des

abscisses et les droites d’équations x =a et x =b dans les cas suivants :

f(x): a= b=
(1) 4x —x° -2 3
(2) x'—4x* +3 -2 2
x—1
3 0 2
) x*+4
T e
4 2 — =
(4) tan” x 1 6
. 33xn 551
(%) sin x -—— —
4 6
3 1
6 X +x)n(x+2 - —
© | 7 +0)n(x+2) 5 5
(7) e*sin(2x) 0 3775




(2) Déterminer I’aire de la partie du plan délimitée par les graphes des fonctions fet g, et les
droites d’équations x =a et x =b dans les cas suivants :
f(x)= g(x)= a= b=
(1) x’ -1 5-x—x’ -2 2
2) |eé Inx 5 2
3) e’ 2¢" —1 -1 1
4) 4" 3-2"+4 —2 2
(5) x4 x3 —X2 _\/5 2
St
(6) | cos’x sin® x .’ 5
(3) Déterminer I’aire de la partie finie (bornée) du plan délimitée par les graphes des
fonctions suivantes dans les cas suivants :
Jf(x)= glx)= h(x) = k(x) =
(1) x> -3 2x / /
1
2 2 / /
@ |
4
3 —x2 -1 / /
) 4-x x+2
%) Inx —2Inx+6 2lnx /
2
(6) - x—1 x+1 /
X
2
(7) e’ e’ - +— —e T +=
e e

(4) a) Déterminer I’ensemble des primitives de la fonction f:x>+/r>—x* ou r est un
nombre réel strictement positif.
b) Soitles cercles C : x> +y* =2 et C,: x>+ y* —4x =0 etsoit D, et D, les deux disques
de bords C, et C, respectivement. Faire une figure et déterminer par le calcul les points
d’intersections des deux cercles. Déterminer ensuite par un calcul intégral 1’aire 4 de
D, "D, . Indication : utiliser le résultat de la question a) pour calculer les intégrales

définies. En déduire I’aire A, de D, UD,.



H. Calculs de volumes (cubatures)

(1) Calculer le volumes des des solides de révolution obtenus par la rotation autour de 1’axe
des abscisses des surfaces colorées ci-apres :

a) b)

-4

c) Le «huit»ou lemniscate de Gerono d) Calculer en fonction de 0 :

15
ciat=a*(2?*—9?),a>0 =

e) Calculer en fonction de O :




2)

3)

“4)

)

En supposant que a >0 et b>0, calculer le volume des solides de révolution obtenus
par la rotation autour de 1’axe des abscisses des surface décrites ci-apres :

a) la surface délimitée par I’ellipse d’équation x—z+;:—j=1 et ’axe des abscisses
(ellipsoide) ; ’

b) la surface délimitée par I’hyperbole d’équation y_j_x_zz 1, les droites x=r et
x =-r, et ’axe des abscisses (hyperboloide a une nap;l)e) ;

c) la surface délimitée par I’hyperbole d’équation z—j—;;—j: 1, les droites x=r et

x=-r avec r>a et’axe des abscisses (hyperboloide a deux nappes)

a) Linéariser sin® x et en déduire J.sin6 xdx sur R.

b) Soit f la fonction définie sur [0, 7] par :

F(x)=~[xsin’ x. 1
Déterminer la valeur exacte du volume du solide
engendré par la rotation autour de 1’axe des abscisses
de la surface comprise entre le graphe de f (ci-contre) 0

0 2

et I’axe des abscisses.

Soit A un réel positif et S(1) la surface du plan délimitée par :

e le graphe de la fonction f: x> 1+ et

()c—kl)2

e lesdroites x=0, x=A et y=1.

On note A(A) laire de la surface S(A) et V(1) le volume du solide de révolution

obtenu en faisant tourner la surface S(1) autour de ’axe des abscisses.
a)  Faire une figure.

b)  Montrer que la fonction A +— A(?») ,avec A € R, est strictement croissante.

c)  Calculer A(L), puis lim A(L). Interpréter géométriquement cette limite.

d)  Calculer V(1), puis lim V(A).

e)  Calculer le volume du solide de révolution obtenu en faisant tourner la surface S(1)

(avec A =1) autour de I’axe des ordonnées.

Dans un repere orthonormé du plan, on donne :

e laparabole P d'équation y = x

e ladroite A d'équation y=4,

e ladroite d, , d'équation y =m,avec 0<m<4.

On note D la partie du plan délimitée par la parabole P et la droite A.

a)  Illustrer la situation a l'aide d'un graphique.

b) Ladroite d, partage le domaine D en deux parties. Déterminer la valeur de m pour
laquelle ces deux parties ont méme aire.

7



c)  Calculer le volume )] du solide obtenu par la rotation de la surface D autour de

l'axe des abscisses.
d)  Calculer le volume V), du solide obtenu par la rotation de la surface D autour de la

droite A.
e)  Comparer les volumes des deux solides.

I. Méthodes des rectangles et des trapézes

(1)

)

)

a) Rappeler la démonstration de la formule :

S(n)=1+2+3+...+n=n(n2+l)

b) Démontrer (par récurrence ou par une autre méthode) que :
n(n + 1)(2n + 1)

6
n’ (n + 1)2
4
c) Au 17¢ siecle, Pascal, Fermat et Wallis ont déterminé les valeurs des intégrales :

S,(n)=1+2*+3+..+n’ =

et S,(n)=1"+2+3+..+n'=

1 1 .
I, :IOxkdx:m,pour keN

sans aucune connaissance du calcul de primitives. Leur astuce consistait a appliquant la
méthode des rectangles. Retrouver par cette méthode 7/, et /, en utilisant les formules
des points a) et b).

En comparant des sommes et des intégrales, montrer que :
I 1 1

a) l+—+—+—+..=4
2 3 4

On dit que la série harmonique, c.-a-d. la somme des inverses des entiers naturels non
nuls diverge. La signification précise est que si I’on définit les sommes partielles :

H, =1+l+l+...i,pour N>0
2 3 N

alors: lim H, =+

N—+0

1 1 1
b) I+ +5+—F5+..<+0

2
La valeur exacte de cette série (des inverses des carrés des entiers naturels non nuls) a été
déterminée en 1735 par Euler : c’est n° /6.

On définit pour tout entier naturel non nul :
S =Inl+In2+In3+..+Inn

a)  En utilisant une « méthode des rectangles », montrer que : S, 2nlnn—n+1
. , ‘ 1
b)  En utilisant une « méthode des trapezes », montrer que : S, <nlnn—n+ Elnn +1

¢)  En déduire un encadrement de n!, pour tout ne N".
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