Calcul de limites

1. Limites en un réel a. Interprétation graphique
Etudier la limite de la fonction f au point a dans les cas suivants et interpréter les

résultats. On distinguera éventuellement la limite a gauche et la limite a droite.

(1) fao=2"-72"+9z-1 a € {-14,2}.
(2) f@m =+2*+22-5 a € {2,46 —1,0}.
(3) f@ =sin(2r+ ) a€{z,0,—%}.
20+1siz>3
@) fa= 1—3zsiz<3 @€ {234}
20—z siz>5H
5) f = a€i{0,+,2,6}.
5) V1—=3z siz <3 (0.5.2.6)
22° — 37— 5
(6) f(:z;):% ac{2,-3}.
r—Jx
7 fa)=— € {201},
( ) f x m a { 2}
®) far=2T a€f{2,-3)
|4z + 3| oA
1—5z
9 = e{l,—3i}.
( ) f(ZC) 2.%'2—.1'—1 a { 2}
v1—5
(10) f(:z:)zg—x a€{l,—1}.
20—z —1
1-5
(11) f(l’):r;_l GE{L—%}.
2
(12) fa—-t—2=4 0 =2
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f) = z —4
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2+ 322 — 10
s
Fa = z+1
V' =1
f(w):l !
—-—
Jr
f@=—
—
f) ==
=
f(a:):i L
x4__3
T
f@ = !
3(* —1) :
| ) 2(a"-1)
) — z(z —3)

r— f
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z+1

a
€{-2,3,7}

a€{l,—2}.

a
€ {-5,0,2}
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(26) f = v2-2 a=2.
N2 +5—3
N2 —2
27 () = a=2.
S Ne+T7T -3
[ 2
(28) f = L a=0
T
|x2+3x+2|
29 () = =—1
29) fa=E 0
(30) f) = Ve 1 a=1
’ —1
T+ 5
_ T — _
31) f@ = ) a€{-22}.
V' —4
<x2—1)2 (:1;2—|—4a:—5)
32) f) = ac{-11}.
(32) 2P — 3z® + 3zl — 1 =Ly
Indication : Le dénominateur est (jz| —1)°.
sin® (27)
33) f)=—"—7= =0.
) fo - .
(34) f(x):cos(Bx)—Qcos(Qx) S
x

_ 2sin(2z) -3
(35) J@ = 2cos(4z) +1 ¢

I
ol

(36) f = ST+ a

sin (3z) — 2°

Il
o

Réponses :

(1) llirgf(x):—lS : lirr}f(x)z% ; lir121f(a:)=—3.

(2) 1in21f(x) =43 ; / li%llf(:c) =0 ; lin%f(a:) n'existe pas.

%

(3) lmf@=—4;limf@=%; lim f=0.



(4) lin;f(x) =-5 lilg fw=7 ; lirg; f@=-8 ; lirglf(a:)n'existe pas ;
lin}f(x) =9.

(5) aiir&f(x) =1; lpiir%lf(a:) =0 ; lgr;f(x) n'existe pas ; 111£r61f(:c) =12-2J3.

(6) lzi£r21f(fc) =—-%; TLH}} fr)=—o0 ; zlj{l?}+ f@ =+o00 ; }Lrgf(x) n'existe pas.
(7) :lll_gf(x) n'existe pas ; aiir(}f(x) n'existe pas ; giir%lf(x) = }l_gq f@) =—o0.
(8) lziglf(x):() ; }erl%f(x):—oo.

(9) li_plaf(x) = 400 ; Zh_)r{} f@) = —o0 ; $li{r%17f($) = 400 ; xl_i{r;f(x) = —00.
(10) 1}£r11f(x) n'existe pas ; Tlﬁl{rélf f@) = +00 ; ,1_1,{? f@) =—o0.

(11) lir{gf(x) et IEIE* f(x) n'existent pas ; lxigllf(x) = }13} f@) =—00 ;

lim f() = lim f(2)=+o0.

Remarque : A chaque fois que les limites & gauche et a droite en a existent mais

différent, la limite en a n’existe pas. Nous ne 1’écrirons plus dans la suite.

(12) On est en présence d'une f.i. —2.

1" méthode : On amplifie par le conjugué :

. o —x—4 , <x2—fv—4)(x+2\/x—1)
lim —— F—— = lim

PN i R ) (RN ] PN ey
(x2 —x—4)(m+2\/x—1)

= lim 5
72 - —4(z—1)
. (1’2—$—4><$+2\/$—1>
= 2’ —dr +4
r (:132 —x—4>(w—|—2\/x—1)
’ (z —2)
—92.4
— = —

2° méthode : On étudie directement le signe du dénominateur. La C.E. pour la

racine carrée est : x > 1. Dans ce cas :




r—2dx—1>0

S x> —1/0)?
I T

s’ >4(r—1)

st —4r+4>0

& (z—2)° >0, ce qui est toujours vrai.

Par conséquent, le tableau du signe de z —2+/z —1 est :

T 1 2 +00
z—2Vx—1 + 0 +

Donc : lin%f(x)za—fz—oo.

Les 2 méthodes présentées ci-dessus fonctionnent. On trouve :

llir? f@ =+o0 et hrﬂf(x) = —00.
llirgf(w)=+oo ; li]%qf(:c)z—oo.
lime(x):% ; lirggf(x):—f—oo ; lirgf(:zz):—oo ; lirgf(x):—oo ;

hI%f(ZE):'i‘OO.
lirrllf(x)zé ; vlirr;ﬁf(x)z—oo ; lir121+f(x)=+oo.

lirrzlf(x)ZO.

lim f(z)=—0c0 ; lim f(®) = +oc0 ; lirg;f(x)z—oo ; li%f(x):—i—oo ;
linr?lf(x):%.

llirfllf(:n) = vli{rllff(x) =0 ; 1irlf11f(1:) = lirﬂ fz) =400 ;

lirr&f(x) = lir(gf(x) = 400.

aig}f(x) = —00.

lim f (@) = —o00 ; lim f (2) = +o0.

lim f () = +o0.

Jim f@)=oo; lim f(@) = —o0 ; lim f() =55

lirrglf(x)=4.

lim f(x) =4.

z—2

1iII21f((L‘):3.

lir(l)qf(z):1 ; hrg;f(:z:):—l.
lim f@) =-1; lirrll‘f(a:)zl.

r——1

limfx)=0.

z—1



(31)

(35)

(36)

lim f = hm f@) =400
hn} f@) =—o0 ; l1n}+f(a:) = 400

hrr&f(x) = lirgf(x) = +00.

Il s’agit d’une f.i.

; lingf(a:) = lir%qf(x) =

&. L’idée est d’utiliser le résultat du cours : lim

—+00.

; lin11f(x)224.

I—cosz 1
2

z—0 T - EE.
— 2 -1 1- 2

lim cos (3z) 2cos( z) _ lim cos (3z) n COQS( )
z—0 T z—0 T

 im 9. cos(3z) — —I—l 4.1—(:0552:1:)

z—0 310 z—0 (213

_ lim9-COSt_1+lim4~1_cosu

t=3x t—0 2 u—0 /ug

u=2z

——$+4=-3

Il s’agit d’une f.i. .
de variable :
2sin (2z) — /3
=% 2cos(4z) +1
_ thSln[Q (¢ —}—%)] —3
e—g=t =0 2 cos[ ] +1
_ 2sin[2t 4 5] — V3
=0 2cos[4t + F|+1
mQSin[Qt + 3] — V3
=0 2cos[4t + F|+1
2[sin (2t)cos § + cos(2t)sin 3] — /3

=0 2 [cos (4t) cos & — sin (4t) sin %“] +1
L sin(2) + V3 (cos(2t) — 1)

=0 1 — cos (4t) — /3 sin (4¢)

lim f(z) =

z—0

L’idée est de se ramener a une limite en 0, via le changement

t=x—7%.Lorsque z — ¥, t — 0 et vice-versa. Par conséquent :

sin (2t) + /3 (cos (2t) — 1)

: 2t
= lim
=0, 1 — cos (4t) — /3 sin (4t)
4t
—1 410
—_— le \
sin(2t) /3 (cos(2t) —1)
i 2 2t
—
. 1 —cos(4t) 5. sin (4t)
4t 41
—0 —1
1+0 1

2(0-43) 23



2. Limites en +oo
Dans les cas suivants, étudier si possible les limites de la fonction fen +o0o et en —cc

respectivement et interpréter graphiquement les résultats.

(1) f@ =6z"+3z" +22° + 1.
(2) f@) =8z’ 21" +3z—4.
(3) fa=6z"+7z-9.

(4) f@=-3z+5.

(5)  f@) =—42" +2x+15.

3z -7
6 () = .
©) 1 5x + 2
7 fa = 21° — 32 + 72 —10
4 + 22 —11
—62° +32> +5
8 (r) = .
<) / 152° — 3z —1
5x® —4
9 (r) = .
9) f o
2z —5
10 r)=——"-—7-—.
( )f 2 4r+1
2> —5r+3
11 (¢) = .
( )f =2+ +7
3,1
2
T r
(12) f = 5 _é'
r—1 =z

(13) f@ =2z —JT.
(14) f@) = aJx —42°.
(15) f(x) =32z +1.
(16) f(z) =Yz —A4.
(17) fa =2—-3-2z.

(18) f) =+3r+4—-2z-5.

(19) fa=~1*+3z—4—22° —z—1.

(20) fm) =z’ +3z—4 -1 —2z+1.



(21) fa) =2z +4 -2z 1.

(22) f = V828 — 2’ —1— 222 + 27 .

(23) f@) =R2*-22° —z.

T—T
24 (@) = ———.
(24) 1 Yr —aJw
V22" — 3z 41
25 (r) = .
(25) 7 S5z + 2
(26) fz) = Vot + 2 +1 -2z +1
Jr+3 —+Jr+1 '
1—2°
(27) f@ = .-
lz| —
(28) f) = Sny (Indication : utiliser le théoréme du sandwich).
x
T —sinzx
29 (r)=——"—7—.
(29) 1 2z + cosz
Réponses :

1) lim f@) =400 ; lim f() =+o0.

T—+00 T——00

lim f(z) =400

T—+00 T——00

lim f(x) =400 li{n f@) =+o00.

T—+00 T——00

lim f(z)=—0c.

lim f()=—00 ; lim f(x)=+00.

T—+00 T——00

T—+00 T——00

lim f) =4%.

z—£00

lim f@) =1.

r—+00

lim f(z)=—00 ; lim f(x) =+00.

T—+00 r——00

)
)
)
5) lim f@) =-0c0 ; lim f(x) = —00.
)
)
)
)

lim f(x)=—0c0 ; lim f(x)=—0.

T——+00 T——00

lim f@) =0.

r—+00

lim f) =0.

)

) r—+00

) bpf@=-3

) lim f(x) =400 ; lim f(z) = n'existe pas.
)

)

T—+00 T——00

lim f(x)=—oc0 ; lim f(z)= n'existe pas.

T——+00 T——00

lim f(z) =400 ; lim f(x) = n'existe pas.

T—+00 T——00



(16) lim f(2)=+oo ; lim f(z)=—

T—+00

(17) lim f(2) = n'existe pas ; lim f(z) = —

T—+00

(18) lim f(x) = +o0 ; lim f(x) = n'existe pas.

T—+00 T——00

En effet, D, =[$,400[, donc lim f(2) = n'existe pas et :

r——00

lim 3z +4 —+2z—5

T—+00
= lim vz |/3+4—-2-2%
T—+00 —_— ————

= (+00)- (V3 —2) =
(19) zginxf(x) =—00.

En effet, D, = |-00,—4]U[l,+o0[ et

lim \/372—|—3CC—4—\/2372—CC—1

T—300

lim Vo (JI+3-% - 2—+-%

= lim Vo' (i35 P2 ) em JFom
B A

NG

=+oo-(1—\/§>=—oo
(20) La méthode présentée a l'exemple précédent conduit a une fi. « co-0 » car le
coefficient de z* vaut 1 sous les deux radicaux. Par conséquent, aprés avoir

remarqué que D, = |—00,—4]U[L,+o0[ , on amplifie par le conjugué :

llrin \/x2+3x—4—\/x2—2x+1
(\/x2+3x—4—\/x2—2x+1)

\/x2+3x—4+\/:£2—21:—}—1)

= lim
ke \/x2—|—3x—4+\/£ﬁ2—2x—|—1
2 +3r—4—2"+2x—1
= lim

‘Hiocx/x +3x—4 +\/:1: —2r+1

= lim o —
rokee \/_(\/1 Fio4 4 \/1 g)

5:1:—

x( 1+j—42+\/1—§,+g)
5




(21)

(22)

(23)

lim f(x)=0 ; lim f(z) = n'existe pas.

T—+00

lim f(x) =400 ; lim f(z) = n'existe pas.

T—+00 T——00

Remarque : Pour justifier qu’il y a un sens a calculer lim f(z) tandis qu’il n’y

T—+00

a pas de sens a calculer lim f(x), il n’est pas nécessaire de calculer le domaine

r——00

de la fonction. Il suffit de remarquer que :

lim 82° —2> —1 =400 et lim 22° +2° = 400 ;

T—+00 T—+00
tandis que :
. 2 . 2
lim 82° —2°—1=—00 et lim 22° +2° = —©.
Ir——00 Tr——00

Cela justifie que les deux radicaux existent au voisinage de +o0o, mais pas au
voisinage de —o0.
] —_2
Indication : Pour lever I'indétermination, on utilise la formule classique
(a—b)(a2 —l—ab+b2) =a’ -0,

lim fx) =0 ; lim f(z) = n'existe pas.

T——+00
lim f) =2 ; lim f@) =—2.
T—+00 T——00

lim f(x) =0 ; lim f(z) = n'existe pas.

T——+00

lim f) =-1.

T—£00

lim f@) =0.

r—=+00

lim f@) =1.

T—=+00

10
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