3° B — Chapitre IV — Trigonométrie

CHAPITRE 1V

TRIGONOMETRIE

COURS

1) Le cercle trigonométrique

» Un cercle trigopnomeétrique est un_cercl€ de rayon 1 qui egirienté, ce qui veut dire qu’on

a choisi ursens positif (celui des ronds-pointsyt unsens négatif (celui des aiguilles d’une

montre) :

» SoitC un cercle trigonométrique de cen@eetl, J deux points d€ tel que(O,E)T aj) est

un R.O.N. du plan. Alors les ax¢®l) et (OJ) subdivisent le cercle en quatjeadrants

notés : (1), (1D, () et (IV) :

aD )

I1D) av)
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» Soit (T) la tangente &enl munie du repér(zl (ﬁ) xeR et X(x)e(T) :

(T)

T
- 2

T
—

™
2
En « enroulant » (T) autour de C a partir du point fixe commuh(vers « le haut » dans le

sens positif, vers « le bas » dans le sens négatifyoit qu’a tout réek on peut associer un

point uniqgueM € C . Nous noterond (x) = M cette correspondance.

En remarquant que le périmetre@eaut p = 2rx puisque son rayon vaut 1, on a :

Et de maniére généralgvxc R VkeZ f(x+ k2rn)= f(x

En effet, ajoutek-2n ax revient a faire&k tours completa partir def (x) = M dans un sens

ou dans l'autre (selon le signe kjgpour retomber sur le méme poMtquex !

Ainsi 'ensemble des nombres+ k- 2z (ou k € Z) caractérise le poir et donc également

I'angle IOM . De plus sixe[O,Zn] alorsx est égal a la longueur de lai donc tout

2.
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nombre de la formex+ k- 21 est une mesure de la longueur de I&VE & un multiple entier
de 2rn pres ! Ceci nous amene a poser la définition siiéva

Définition

Les nombresx+ k-2n (ou k € Z) sont les mesures eadians (rd) de I’anglem et aussi

de l'arc I/I\W . Ainsi :

mes|OM= meng: 2K I

Autre notationt meslOM= xt+ k2= x(2r) (on lit : «x modulo 2r »)

Exemples :

mes’@:gJr k27rz£2 (2n)

meslOK=n+ k2r=n (2n)

mesIOL= 3—2“ + kon= 3—; (2r)

Chaque angle a donc

- une infinité de mesures, mais la différence enénexdnesures est toujours un multiple

entier de2r si on mesure en rd, un multiple entier de 36(hsin@sure en degreés.,
- une seulanesure comprise entre O rd et &l : c’est laplus petite mesure positive

- une seulanesure comprise entrer rd etn rd : c’est lamesure principale

Correspondance entre degrés et radiansrd =180 .

Les transformations se font par wégle de trois

180C=xn rd n rd =18C
1°=" g respectivement : 1 rd= 180
180 T
=22 g x rd=>180
180 | n
Exemples :

0°=0rd, 30°==rd, 45°="rd, 60°==rd, 90°=—=rd .
6 4 3 2

Exercices1- 3
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2) Fonctions trigonométriques

a) Fonctions sinus et cosinus

« Définitions

SoitC un cercle trigonométriquesc R et f(x)= Me C (voir 1)), alors:
0 I'abscissede M dans le repén(é),a a]) est appeléeosinus de xou cosinus de

'angle m) et est notéeos x.

o [I'ordonnéede M dans le repén(é),b.f 63) est appelésinus de x(ou sinus de

'angle IOM ) et est notéain x.

e Ainsidans le repér(ao,b.f &) on aM(cos x, sin x), c'est-a-dire

OM = cos x O+ sinx OJ

(T)

Ny

C sine |

|
N

* Propriétés immédiates

0 Les fonctionssin xetcos xexistent pour tout réel x, d0|11D =D =R

sin

0 |[¥xeR —1<sinx<1l et —1< cosx ]

Ceci est évident puisque le rayonteaut 1.
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0 [sinx=0« x=kn(keZ)=0(n) etcosx 0« ngr e ( ekZ)E%(n)

En effet d’aprés la figure ci-dessus :

sinx=0< M= louM= K& x€{0n 2n 3n ... v ~2n +3n .,.}
& x=k-n(keZ)=0(n)

cosx=0& M= JouM= L

T T i T i i
& XE1—= = —+2n—+3n,. ——n——2m,..
{22+n2+n2+n 2n2n}

@X:%qtk-n(kez)zg(n)

0 Le signe de cos x et de sin x dépend du quadranstldguel se trouve M :

sinx>0 < Me(Hu(ll) < 0<x<=(2n)
sinx<0 < Me(HU(IV) & n<x<2r(2n)
cosx>0< Me( U(IV) @—gg xg%(Zn)

cosx<0«e Me( Iu(In) @ggxg?’—; (2n)

1v2]

0 |[VxeR VkeZ sin(x+2k)= sinxetcds x2 nfk= co

Ceci découle immédiatement du fait qdéx-+k-2n)= f(x) et on exprime cette

propriété en disant que les fonctions sinus ehcsssonpériodiquesde période2r.

Lien avec la trigopnométrie dans le triangle rectanig
Soit A(ABC) untriangle rectangle enA etx la mesure de I’angleﬂB\C. En classe de®4

vous avez défintos x et sin x par :

c6té adjacent B/
== e

_ B _ coté oppose Al
hypoténuse  B( '

t sinx - =
hypoténuse  B(

Montrons que ces définitions, valables uniquemesur @ < x<g(en radians), sont

compatibles avec celles, plus générales, que nensng de voir en utilisant le cercle
trigonométrique. Pour cela nous allons distingueandcas :
1* cas :BC=1

Alors le cercleC de centre B passant par C est un cercle trigomajuétet en choisissant

convenablement le R.O.N. d’origine B on eos x= AEetsinx= AC:
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x rd I

et commeBC =1 on a biencos x= BA:% et sinx= AC:A—C

BC'
2°cas :BC=1

Prenons par exemplBC >1 (le casBC <1 étant analogue) et notons C’ le point de

[BC] tel queBC'=1 et A’ le point de[BA| tel queA(BA'C') est rectangle en A'.

]
c
x rd I:
B A A

Comme(AC)||( A'C') on a d’'apres le théoréme de ThaleB2 - BC__AC
BA' BC' A'C'
. BA_BC _ BA_BA

BA" |, | ; .
= & —=—— et commecos x=—— daprés le I cas appliqué au
BA' BC' BC BC' BC'

triangle A(BA'C"), on a biencos X:S—'é. On montre de méme qusin x= AC

BC
Valeurs remaquables

J3

. T T 1 T n
Vous avez montré en classe de 4e gie- = cos— ==, quesin— = cos—=—— et que
6 3 2 3 6 2
sin%: cos%:g. Or f(0)=1(1,0) donc cos0=1 et sin0=0 et f

g] =J(0,)

donc cosg =0 et sing =1. D'ou letableau des valeurs remarqualdes/ant :
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X (rd) o | 2| 2 2 Z
6 4 3 2

sin X 0 1 ﬂ ﬁ 1
2 2 2

COS X 1 ﬁ ﬂ 1 0
2 2 2

b) Fonctions tangente et cotangente

Définitions
A partir des fonctions trigonométriques principates x et sin x, on définit les fonctions

tangente (notéetan x) etcotangentenotéecot x) par :

C.E. pourtan x cos x=0< x¢g+ ke, donthan:R\{ngkn/keZ}

C.E. pourcot x sinx= 0« x= kt, doncD,,, = R\{kn / ke Z}
Interprétation géométrique

Soient(T) la tangente & au pointl et(T") la tangente & au point), E € (T)N(OM) et

E'e(T")n(OM) :

(T)
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Montrons que :E(Ltanx et E( cotx)| dans le cas oM (1) (voir figure), les

autres cas étant analogues.

DansA(OIE) :

MM'=sinx, OM'=cosx Ol =1 et (MM")

|(El) donc d'aprés le théoréme de

Thalés on a(M:M. D'ou : cosXx_ ﬂx@ —EI: ﬂx@ El =tanx.
Ol El 1 El 1 cosx
DansA(OJE') :

OM" =sinx, M"M =cosx, 0OJ=1 et (MM")|(E'J) donc d'aprés le théoréme de

OM" M"M

R , . Sinx cosx E'J cosx
Thales onaOJ = D'ou : = =

. X = =— S E'J=cotx.
E'J 1 E'J 1 Inx

Justification_géométriqudes domaines de tan x et cot x :

(n), alors (OM)N(T)=2 donc E nexiste pas et sk=0(=), alors

* Remargues

. 1 . . .
0 Poursinx=0 etcosx=0 on a :|cot X:t_ , ce qui explique pourquoi la touche
anx

« cot » ne figure pas sur les calculatrices !
o0 tableau des valeurs remarquables :

x (rd) 0 z z z z
6 4 3 2
1 3
tanx 0 |—==232| 1 J3
V3 3
1 /3
cot x J3 1 |—==—=1] 0
J3 3

Exercice 4
3) FORMULES

a) Formule fondamentale et ses transformées

 Avec les notations utilisées aux paragraphes pegitéoM (cos x,sin X et M’ (cos x0),

on peut appliquer le théoreme de Pythagore aLgléam(OM’M) rectangle erM’ :

OM"2 + MM'2=0OM? & (cos ¥ +( sinX =12 =1

-8-
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» Simplification des notations :
Au lieu d’écrire(sinx)" (cosX' ( tanX, on peut écrire sin" x,cod x,tah .

e Avec ces notations simplifiées la relation fondatatns’écrit :

¥YxeR cog x+ sif x=1

e Pourxe R\{%+ kn} ona:

siff x _co$ x sifh x 1

cod X cod Xx cds

1
s co0d e—m8
cos X 1+ tafd »

0o l+tan® x=1+

o l4tan® x=

1 1+tan’ x—1  tarf X

0o sinPx=1-cog x=1— — = =
1+tan® x 1+ tarf x 1+ tad >

tan® x
———— sih x———— 1+ tah x
1+tan® x 1+ tarf x co$ ¥

D ou: VXER\{ngkn} cog x=

Exercice5-7
b) sin(n—x) ,cogn— X ,tafmw— )
« Soient xe R, M(cosx,sinx et M'(cos(n— X ,sift— ¥, alors M et M’ sont

symeétriques par rapport a 'aX®J) donc ils ont la méme ordonnée et des abscisses

opposées, en d’autres termes :

VxeR sin(n— XY= sinx cofrt— K=— cOS
J
M sin(m-x) |= sin x M
i i
K[ x Al
\cos(n-x) o) cos 7

 Pour toutxe D, on a:tan(n— x)= sin(z— ) _SNX e
cos(m—Xx) —00SX
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 Pour toutx€ D,,, on a :cot(n— X)= Cs(i)ns(<n_x))§ = _sci(;ixz —cot x
T[ R

« Application: ces formules permettent gasser du 2 au I* quadrant, p.ex. :

sin2= — sir{n—ﬁ — sinﬁzﬁ
3 3 3 2
% ] T 2
COS—=CO$MT——|=— COS =——
4 2
tan—n:tar{n——]:_tanl‘:__s
6 3

c) sin(r+x) ,cogn+ X ,tafm+ )
« Soient xR, M(cosx,sinX et M'(cos(n+ X ,sirfn+ >)) alors M et M’ sont

symétriqgues par rapport a l'origin@ donc ils ont des ordonnées et des abscisses

opposées, en d’autres termes :

vXeR sin(n+ X=—sinx coér+ k=-— CcoOS

J

SINX ¢ ===mmmmmmmm———m

TtX
K| cos(m+x) r X

@ ===
4

)
e
=1
wn
>

'Y Th lniatuiininiuielateiiet ¢ sin(w+x)
L
sinfr+ X) —sinx
 Pour toutxe D, on a :tan(n+ X)= (z+ = —SNX_ tan»

cos(m+X) —CcosX

cos(mt+ X —cosx
sin(n+x)  —sinx

« Pour toutxe D,,, on a :cot(n+ X)= = cot>

cot

-10 -
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» Ces deux derniéres formules montrent que les fometan et cot sont périodiques de
périodern .

« Application: ces formules permettent gasser du § au I* quadrant, p.ex. :

sind™ — sir{m-E —_ sinﬂ‘:_ﬁ
3 3 3 2
COS—=cCco$nt+—|=— COS=——
4 2
n r{ T T 3
tan— —=tanm+—|= tan- =
6 6 6 3

d) sin(—x),cog— X ,taf X
* Soientx€R, M(cosx,sinX et M'(cos(— X ,sif— ), alors M etM’ sont symétriques

par rapport & I'axgOl) donc ils ont la méme abscisse et des ordonnéesséep, en

d’autres termes :

VXER sin(—X=-—sinx coé k= cos

J

SINX ¢ =mmmmmmmmmmemeo

x |1
-X E €os X = ¢o8(-x)
e mEmEmE————————— MI
L
* Pour toutxe D, on a :tan(—X)= sin(—X) _ —sinx_ _ tan »
cos(—x)  cosx
* Pour toutxe D, on a :cot(—X)= cos(~ X = SOSX__ cotx

sin(—x) —sinx
» Ces formules montrent que la foncticrs estpaire alors que les fonctiorsn, tan et cot

sontimpaires.

-11 -
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« Application: ces formules permettent gasser du £ au I* quadrant, p.ex. :

sin[—Z :—sinzz—ﬁ, cog—X|= cosﬁzﬁ, tan-~=_tant=—
3 3 2 4 4 2 6 6

&

3

Exercice 8

e) sin[ﬁix ,co:{ﬁi ,taf&i
2 2 2
« Soientxe R, M(cosx,sin¥, M’(cosx0), et les imageS\I[cos[g+ % ,sirﬁg+ %] et

N’ de M etM’ par la rotation de centre O et d’'ang6’. Comme une

mg+}

Or on voit que cosx et sin[ng x] ont toujours méme signe alors quEnx et

.| T
0,sinfj—+ X
[2

rotation conserve les distances, on a :

siE%Jr }etMM/: NN’ < |sin %=

OM’=ON’ | cos k=

co s[%+ % ont toujours des signes contraires, d'ou :

Vxe R sin[ngx]:cosx co[s%Jr }x:— sin»

------------

.l
h N sm(2+x)

SIMX ¢ ==mmmmmmmmm e

L

L
2 _ COosX

T - _sinx
cos = +
1+

-12 -

sin

e Pourtoutxe D_, on a :tan

cot

=—Cotx

T x=
2
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tan

e Pourtoutxe D ona :cot[g+ x):

» Pourtoutxe R ona :sin[g— x]: sin[ng(— X)| = cog— ¥= cos>.

e Pour toutxeR ona :cos{g— %:cos[gﬁt(— >§]:— o (—x)= sh o>

* Pourtoutxe D, ona :tan T X|=tan

cot

g+(_x)]:—o:)t(—x): cd x.

« Pour toutxe D, on a :cot[g— x]:cot[%ﬂ— x)]:— an(—x) = tan x.
» Application: ces formules permettent de transformer sinus eimgs et réciproquement !

Exercice9

4) Courbes représentatives des fonctions trigopnomeétriees.

a) Fonction sinus
Soit f (x)=sinx, alors :
D, =R ;¥xeR f(—x)=sin—X=— sinx=— f X doncf estimpaire eG,, est
symétrique par rapport@ ; f est périodique de périodz donc la courbe dgin sur
[0; 2| est répétée indéfiniment « vers la gauche » e a droite ».

Calculons quelgues points de la courbeside

X 0

ola
ENE
wla
Ns
S
|

sin x 0 05| 0,7/ 0,9 1 0,7 o -05|-1| -07 1|0

o
o “ami2 —?s~ 12 R 2 ™ 3mi2 om D 52 IEN mi2 S
. ’
'l’ A Pid AN .
~ ’ ~ 5
Sam=” 1 Smm=

b) Fonction cosinus

Soit g(x)= cos», alors :

D,=R ;VxeR g(—X=co§— Y= cosx @ )doncg est paire eG,_, est symétrique

-13 -
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par rapport aQy) ; g est périodique de périoder donc la courbe deossur [0; 27:] est

par

cos

répétée indéfiniment « vers la gauche » et « edsdite ».
Autre fagon de voir g(x)= cosx= sifi x-%)= { % Z) donc on obtienG

Y
2

translation de vecteui[ 0

G, .
COS e
/><\ f: . /><\
= T2 0 . ™ /2 2m 5/ 3 2 4t xT

/’ZTT -3
. I

c) Fonction tangente
Soit h(x)=tanx, alors :
D.,= R\{£+ kn / ke Z} et h est périodique de périogedonc il suffit de connaitre

G,, sur un intervalle de longueur, par exemple sur-%;2
Calculons quelques points de la courbeaate
X lo b E g s s - 3
tan | o0 | 06| 1| 1,70 X | -06]| -1 | -17
.= .= Cran | .=
/r'er = I'/fn 12 [ N2 "¢’n 12 P o 12 /,'311 T
! 4 ! .=
! A4 ! 5

Exercice10- 11

-14 -
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EXERCICES

Convertissez en degrés :

a) 2—nrd
3
7—nrd

6

C) 5—nrd
3

b)

a) g
4

e) @ rd
12

L4
9

f)
Convertissez en radians :

a) 225

b) 315

c) -24C

d) 210

e) 135

f) -300°

g) 20°

h) —40°

Donnez la mesure principale de :
a) 32¢°

b) 550°

c) 427

d) -8007T

o7
2

f)@rd
4

e)

_ 905
7

0) rd

- 15 -
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4) Résolvez les équations suivantes [sut,m| :

a) cos(n+2X=0

b) sin[3x+g] =0

C) tan 2x+E =0
3
d) cos[SX_n =0
8
e) cos[Zx—E sins—X:O
3 3

5) Cet exercice est a faire sans calculattice

1 .
a) Sachant queos x:§ et 0% , calculezsin x et tan x.
b) Sachant queos x=—-0 3 et xe % 7|, calculezsin x et tan x.

£3n

> o calculezco s x et tan x.

c) Sachant quesinx:%1 et xe

3n

d) Sachant quesinx=-0,2 et xe n,; , calculezcos x et tan x.

3 .
e) Sachant quéan x= —J8 etxe 77[ ,21|, calculezcos x et sin x.

f) Sachant queanx= 26 et xe , calculezcos x et sin x.

2n ,ﬁ
2

g) Sachant queotx= —4J3 et xe , calculezcos x et sin x.

L
2

6) Vérifiez les identités suivantes :

a) cos x— sif x= co$ x s
b) (1+cosX(1+ sin>):%(1ﬁL COS % sin)§<
c) sinx(1— cotany= cosf tanx1)

2 .
tan x4+ ! ><] :1+S|r1x
cos 1- sin»x

d)

- 16 -
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e) sina(l+ tangd+ cosél+ cot)a:éfL siln’
[}

1
f) tar’ a+ cof at2=—5>———
sin’ aco$ ¢
l1+sina  cosa

cosa 1-— sine

9)

h) sin® x+ cod x1-2 siA xcds
Simplifiez les expressions suivantes :

a) sin’ x(1+ cotar ¥

b) sin® x(1+ cotad X— cod W+ tah );
c) sinat cof a3 sif a cdsal

d) 3(sin’ x+ cod ¥—2( sifi % cds);
e) sir’ a—2(1- sirf acod § + cds

f) sin® x—2 sirf x+ co8 % sih x cds
Calculez sans calculatrice :

19x
a) cos?

b) tanl20®®

. On
C) sm[—j]

d) sin[—@]
3

f) cotﬂ
4

g) sin33C°
h) sin@
4

) tanﬂ

. 8n
tan—

) 3

-17 -



9)

. 3In 78n
k) sin— + cos—
6 2
[) cos855%

. 13n 17n
m) sin Y + cos?

n) cosl35 — sin210
0) tan300° — cotan225
cos(—20°)

cosl60®

sin100
cos(—10°)

p)

a)

3n
COS—

) 3n
cotan—
14

Simplifiez les expressions suivantes :

M

sin(—a)

CO'S[7t + a]
b) #

a)

(=
sin| - —a|cogn+a)

N

cos(n—a) co{n+a)

co s[g+a] sifn+ o)

d
) an(a—z)cod—a)
. T
SIinja——
[ 2
e)
3n
tan|——a
2

-18 -
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10)

11)

f)

9)

h)

)

K)

1)

tan

oSn
4“*]

. (3n
Sl n[4—[3

cos[%%—ﬁ]

sin(90°— a) tar( 45 + @

cos(360° — 3 tar{ 225+ a

sin(—a) sif90°+ 4 co$— &

cos(180°+ @ co$270— &
sin(180°—a) si90+ g

cos(90°— @  sirf270+ a
tan(27C+a) sin(180- 9

tan(180°—a) s 270- 4

sin(a—) cot{?g— % cof2n— &

tan(3rn + a)tar{32n+ % co% &7;]

sin(270° — a) coga—90°) cofa—36C°)

tan(540 + o) cot(—a) co$180° +a)
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Montrez comment on peut obtenir le graphe des fonstsuivantes par transformations

successives de graphes de fonctions élémentaires :

a)

b)

c)

d)

Analysez la périodicité des fonctions suivantes :

a)

b)

f (x)= sin

2x+4—;t]
f(x)=5-— sin[—g]

f(x)=3- cos[%— %

f(x):‘B— sin[ x+%]‘

f(x)= sin[2 x+%]

f (x)=co s[5 x—g]

-19 -



f)

9)

h)

f(x)=tan

T
3X+—
4]

f (X) = sin5x+ cos :

B cos(2 x-1)
~ sindx

f(x)
f(x)= cos>— sine
4 6
X
f =7—t
(x)=7—tanz

f (x)=tan

T
3X+—=1|— si
5] 6

. 33X+ 4n
n—

-20 -
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