Les méthodes de factorisation

Rappelons que :

Factoriser signifie : transformer une somme en un produit.

Comment reconnaitre une somme ou un produit ?

Une somme est le résultat de l’addition de deux ou plusieurs termes.

Exemples :

(1) a+b+ 3 est une somme de 3 termes : a, b et 3.

(2) = —y+ z—w est une somme de 4 termes : z, —y, z et —w.

(3) a-b+ c est une somme de 2 termes : a-b et c.

Remarque : Ici on a utilisé la régle de priorité : « multiplication avant
addition ». L’expression est une somme parce que ’addition est la derniére
opération a effectuer. De méme :

(4) 2z+3(a+b)—1 est une somme de 3 termes : 2z, 3(a +b) et —1.

Un produit est le résultat de la multiplication de deux ou plusieurs

facteurs.

Exemples :

(1) a-b-x est un produit de 3 facteurs : a, b et .

(2) % est un produit de 4 facteurs : 3, z, yet 1.

Remarque : La division par 2 est équivalente a la multiplication par .

(3) (a+b)(z—5) est un produit de 2 facteurs: a +b et z —5.
Remarque : Ici la régle de priorité disant qu’il faut d’abord effectuer les
expressions entre parenthéses a permis de reconnaitre le produit. L’expression
est un produit parce que la multiplication est la derniére opération a
effectuer. De méme :

(4) 22 (22 + 1) est un produit de 3 facteurs : 2 facteurs z et le facteur (2z +1).

Exercice 1

Analyser les expressions suivantes (c.-a-d. examiner s’il s’agit de sommes ou
de produits et compter les termes respectivement les facteurs).

(1) a-(b+c)-x 3) a-b-c+zx

2) a+b-z—c (4) 3a+20—xz—5y+7




6 = 9) e+ 1
(1) (a+2)*(z—2y)° (11) 243!
(8) (a+b)2_2ab—3%+7 (12) ;(t[:gl)

Les trois méthodes de factorisation qu’il faut connaitre sont : la mise en

évidence, les produits (identités) remarquables et le groupement de

termes.

A. La mise en évidence

Rappelons la propriété de

distributivité de la multiplication par rapport a

I’addition et & la soustraction :

produits <:

a-(b+c)=a-b+a-c >
a-(b—c)=a-b—a-c sotmes

Cette propriété permet de développer (ou effectuer) une expression, c.-a-d.

de transformer un produit en une somme. Lorsqu’on lit les égalités dans

I’autre sens, on transforme une somme en wun produit, c.-a-d. on

factorise :

sommes <:

a-b+a-c=a-(b+c)
produits

a-b—a-c=a-(b—c)

On dit qu’on a mis en évidence le facteur commun a.

Remarque : On peut également mettre en évidence le signe — :

—a—b=—(a+0b)
—a+b=—(a—0)
a—b=—(—-a+0b)
a+b=—(—a-0b)

Exercice 2
Factoriser les expressions
communs :
1

2

(1) zy+ar—2>+z
(2)
3) Pyt — a2y 4 2Ty
(4)
(5)

4) H(zx—4)+a-(z—4)
5

St l'on met le — en évidence, les termes

changent de signe a lintérieur des ().

suivantes en mettant en évidence les facteurs

—12ab® + 36b> — 48b%¢

20(z+3)—(z+32%+(z+3)(z—2)



) —a®—2ab—3a

) —(a+b)? —(a+b)(3a—0b)+(7—3a)(a+D)

8) (a—5)(2a+7)+a(5—a) (Remarquer qu’il y a des facteurs opposés !)
) 143 —2a)(z+y)+4(z—3y)(2a—3)

(=)

(
(
(
(
(10) z(3a+6)+ y(4a +8)— (a +2) (Le facteur commun est bien caché ...)
(11) (:52 +x)(2x—3)—(:£y+y)(8x+1) (Méme remarque ...)
(12) a®*(a—1)(3a+1)—a(l—a)(15a +5) —(a —1)*(—12a — 4)
(13) a(3z+5)(30y —6) —18b(6x + 10)(1 — 5y)
(14) 5a(a—b)*(a—2b)—3(a+b)(a—"b)

(15) 8(z+4)° —(2z +8)*(z—3)

(16) (2 —142)* —2(Tz — 1)

Exercice 3

Mettre en évidence le facteur indiqué en fin de ligne ou le signe — dans les

expressions suivantes :

(1) 3z-18y+6 ; 3 T facteur & mettre en évidence
(2)  9a+180 ; 9

3) a-b ;-

(4) 4z + 6y — 22 ; -2

(5) 2z —5y : 2

(6) 3a—1b—4c ; -8

(1) —a®> —b0* - +d* —

(8) a*+5a+1 ; a

(9) 3b® —5b* + 4 : —3b?

B. Les produits remarquables
Rappelons les identités remarquables :

a? +2ab +b*> = (a +b)>

double produit précédé de + ou —

a? —2ab +b% = (a —b)>

o> —b =(a—b)(a+b)

différence de 2 carrés




Remarques importantes :
* Ne pas confondre a> —b> =(a—b)(a+Db)
et: (a—b)P? =(a—0b)(a—D).

« Une somme de deux carrés a® + b* ne se factorise pas !

Exercice 4

Factorisez a 1’aide des identités remarquables. Mettre éventuellement d’abord
un ou plusieurs facteurs communs en évidence ! Vérifier le double produit si
nécéessaire.

a® + ¢ + 2ac

—2zy + 2% + o*

9% — 442

4a* + 20a°® + 25b°

1692° — 52y + 4y*

a’y?* — 2abxzy + b3a?

18a* + 2 —12a (Mettre d’abord en évidence ...)

—9— 2% + 62

222 — 2y?

80y + 20 + 80y>

32" — 48 (Le résultat doit comporter autant de facteurs que possible ...)
a*zt +1— 2a%2?

722%* — 16y* — 81z*

a* — 81b*

—a' +121y* (Utiliser la commutativité ...)

—(z—2? 4+ 3z +1)7

(a—1) —2(a—1)b +b?

4(a +b)* — 250

36(2a + 3b)* —9(a — 5b)>

5(+3)2 +10(x+3)(y—4)+5(y —4)>

—3z° +122* — 1227
CL2
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C. Le groupement de termes

La méthodes précédentes ne meénent pas toujours au but dans le travail de
factorisation. C’est notamment le cas lorsque les expressions a factoriser
contiennent 4 termes ou plus. Dans ce cas il faut trés souvent commencer par

grouper astucieusement les termes. Plus précisément :

ar + ay + bx + by formation de 2 groupes
= (ax + ay) + (bx 4+ by)

=a(z+y)+b(z+y) «—— mise en évidence dans les 2 groupes

=(z+y)a+b)

On met les termes qui vont ensemble entre parenthéses. Mais attention :
lorsqu’un groupe de termes est précédé du signe — on met ce — en
évidence :

ar + ay — bx — by

= (ax +ay) — (bx + by)

=a(z+y)—blz+y)

=(z+y)a—b)
Parfois un groupement prometteur au début ne méne a rien :

a’ —a—1*+z

~ (@ a)= (s —a)

=a(a—1)—z(z—1)
—?

Dans ce cas on essaie de grouper différement :
2

a —a—:l:2+x

2_ 2 _atu <« | on commence par changer ’ordre des termes
= Qa —_ —_

— (a2 _ 22\ _ _
= (a x ) €@=T> <*—_ | formation des groupes
=—2(a+z)—(a+z)

= (a — 2 [(a+ ) — 1] «— on effectue et simplifie 'expression entre [ ].

= —2>(a+zx—1)

Exercice 5

Factorisez en groupant convenablement les termes :

(1) 3a+ 6b—2bx — az

(2) 2z—2a+4—ax

(3) 3z +axr—3—3y—a—ay (2groupes de 3 termes ou 3 groupes de 2 termes)
(4)

4) a®> —2a—ab—2z + ax — bz



) 2% —2xy —16 + y* (1 groupe de 3 termes et 1 terme seul)

) 1—a®—b%+2ab

7)  a* +b* —c* —d* —2ab + 2cd
) 2 —9—(3—2)(x—2)+2° — 3z® (surtout ne pas effectuer ... )
) 4a® +4a’z — 1+ 4ax + = (les termes sont bien mélangés ...)

10) 25a* — 400 + 160z — 10a*r — 162? + a*a?

D. Méthodes mélangées
Lorsque l'on factorise une expression, il faut toujours essayer les méthodes

précédentes dans 'ordre et cycliquement, c.-a-d.

MISE EN EVIDENCE

puis l

IDENTITES REMARQUABLES puis Tecommencer

puis
A 4

GROUPEMENT DE TERMES

Si aucune des 3 méthodes n’est fructueuse, il faut parfois commencer par
effectuer I'expression a factoriser. Par exemple :

(az +by)* + (ay — bz )?

= a’7* + 2ab1y + b*y* + a’y® — 2abTy + b2

= a’z? + b*y® + a*y? + bP2?

= (a2x2 + a*y? ) + (62x2 + by ) (groupement de termes)

= a? (x2 + o ) + b (x2 + 92 ) (mise en évidence)

= (2" +¢*)(a® +b°)

Dans d’autres cas il faut utiliser des astuces ingénieuses. Par exemple :

2 + 27— 3

=2’ +2r+1—-4 (astuce !)

= (2" +2z+1)—4 (groupement de termes)
= (r+1)7* -4 (identité remarquable)
=(z+1-2)(z+1+2) (identité remarquable)
=(x—1)(z+3)



Exercice 6

Factoriser les expression suivantes :

322 — 30z + 75 — 3y°

daz* — 4a®

2abzy + 1 — a*z® — b*y?

(25:1:4 —10022y* ) — (4:1:2114 —16y°) (les groupes sont déja faits ...)

w N =
~

N
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25 — $4y2 o $2y4 + yﬁ

(mQ —2x)2 —1

at + 2ab — 2ab® — v*

9zt — 1822 —36(z — 1) +9

2% + 47 — 5 (Remarquer que 4z = —z + 5z, puis grouper ...)
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Solutions des exercices

Exercice 1
1) a-(b+c)-z est un produit de 3 facteurs.

\)

a+b-z— c est une somme de 3 termes.

w

a-b-c+ x est une somme de 2 termes.

N

(=]
~— — ~— — S S o —

3a 4+ 2b —x — 5y + 7 est une somme de 5 termes.

r+1
Y

Ot

est un produit de 2 facteurs : z +1 et 4.
(z+y)(x—1y) est un produit de 2 facteurs.
(a+2)*(z —2y)® est un produit de 5 facteurs.

oo

(a+b)> —2ab— 2+ 7 est une somme de 4 termes.

Ne)

z%yz +1 est une somme de 2 termes.

—_
=)
=

1—xz(z+3)(2—12)? est une somme de 2 termes.

—
[a—
~—

1
2+ 2 — L= est une somme de 3 termes.

e N e e e N e e N e

a+b—1
z(x+3)

—_
[\
~—

est un produit de 3 facteurs (1 facteur au numeérateur et 2 au

dénominateur).

Exercice 2

(1) ayt+ar—2*+r=x(y+a—z+1)

(2)  —12ab° + 36b> — 48b'c = —12b% (ab* — 3 + 4bc)
ou bien : = 123 (—ab2 +3- 4bc)

(3) oyt —a%? + 2Ty = 2% (P — 1+ 2%)

4) 5(z—4)+a-(z—4)=(x—4)(5+a)

(5) 22(x+3)—(z+37°+(z+3)(z—2)



(10)

(11)

(12)

(14)

=(z+3)2x—(x+3)+(z—2)]
=(r+3)2r—2z—-3+zx—2)
=(x+3)(2x—5)
—a® —2ab — 3a
=—a(a+2b+3)
—(a+b? —(a+b0)(3a—b)+(7T—3a)(a+D)
=—(a+b)[(a+b)+(3a—0b)—(7—3a)]
=—(a+b)(a+b+3a—-b—-T7+ 3a)
=—(a+b)(7Ta—T7)
=—T(a+b)(a—1)
(a—5)2a+T7)4+a(b—a)
=(a—95)(2a+7)—a(a—05H)
=(a—5)[(2a+7)—a]
=(a—5)(a+T7)
14(3—2a)(z+y)+4(z—3y)(2a —3)
=14(3—-2a)(z+y)—22x —3y)(3 —2a)
=2(3-2a)[7(x+1y)— (22 —3y)]
=2(3—2a)(7Tx + Ty — 2z + 3y)
=2(3—2a)(5x 4+ 10y)
=10(3 —2a)(z + 2y)
x(3a+6)+y(4a+8)—(a+2)
3z(a+2)+4y(a+2)—(a+2)
(a+2)(3z+4y—1)
(2> +2) (22 —3) — (zy + y)(8z + 1)
r(x+1)2z—-3)—y(z+1)(8x +1)
=(z+1)[z2z—-3)—y(8x+1)]
= (x+1)(2x2 —3x—8:1:y—y)
a*(a—1)(3a+1)—a(l—a)(15a+5)—(a —1)*(—12a — 4)
=a’(a—1)(3a+1)+5a(a—1)(3a+1)+4(a—1)°(3a+1)
=(a—1)(3a+1)[a® +5a+4(a—1)]
= (a—l)(?)a-l—l)(a2 +9a—1)
a(3z+5)(30y —6) —18b(6z 4+ 10)(1 — 5y)
=6a(3z+5)(5y — 1)+ 36b(3x 4+ 5)(by — 1)
=6(3x+5)(5y —1)(a+ 6b)
5a(a—b)(a—2b)—3(a+0b)(a—0b)



=5a(a—0Y(a—2b)—3(a+b)(a—0)
=(a—0b)Y[ba(a—2b)—3(a+b)(a—0)]
= (a —b)*[ba® —10ab — 3(a® — b* )]

= (a—b)*(5a* — 10ab — 3a® + 3b*)

= (a—b)*(2a*> —10ab + 3b*)

(15) 8(z4+4) —(2z +8)* (z —3)
=8(z+4)° —[2(z + D' (z—3)
=8(z+4)° —16(x +4) (z—3)
= 8(z+4) ' [(z+4)-2(z—3)]
= 8(z +4) (—z +10)

(16) (2 —142)® —2(7z —1)°
=8(1—"Tz)® —x(7zx —1)
=8(1—71)° —x(1—"Tz)?
= (1—T72)*[8(1—Tz) —x]
= (1—171)*(8 — 561 — z)
= (1—"T72)*(8 —57x)

Exercice 3

Cet exercice sert & montrer qu’on peut mettre en évidence tout ce qu’on veut !

(1) 3z—18y+6 = 3(z—6y +2)
(2)  9a +180 = 9(a + 20)
3) a—b=—(—a+b)=—(b—a)
(4) 4z +6y—2z=—2(2z — 3y + 2)
(5) 2z —5y=2(z—35y)
(6) 3a—b—4c=—8(—%+§+8
(7) —a* -0 - +d*=—(a*+b0"+ —d°
(8) a*+ba+l=ua(a+5+1)

3 2 _ 2 4
(9) 3b® —5b* +4 = —3b (_b+g_37)
Exercice 4

(1) a®> +c* +2ac = (a +¢)?

(2) —2ay+a2® +9> =(z—y)

(3) 92 —4y* = (3v —2y)(3z + 2y)
(4)  4a* +20a%° + 250° = (2% + 56 )’

N’oubliez jamais de vérifier le

double produit !




(16)

169z% — 52zy + 4y° = (13z — 2y )?
a?y? — 2abzy + b’z = (ay — bz )

18a*> +2 —12a = 2(9a* —6a + 1) = 2(3a — 1)

—9—2> +62=—(2"—62+9)=—(z—3)
20 =2y =2(2* —y*)=2(z —y)(z +y)

80y + 20 + 80y* = 20(4y + 1+ 4y*) =20(2y +1)°
320 —48 =3(2" —16) =3(2* —4)(2 +4)=3(2-2)(2 +2)(2* + 4)

ozt +1—2d%2?

— (a®2® ) —2a%> +1

= (GQZL'Q —1)2

= [(az —1)(az +1)P

= (az —1)*(az +1)*

72z%y% — 16y* — 81z*

= —[(49?) = 7227 + (922 )|
— (4% — 922

= —(2y — 37)* (2y + 31)>

at — 81b*

_ (a2 —9p2 )(a2 + 9b2) Une somme de 2 carrés ne se factorise pas.

= (a—3b)(a+3b)(a® + 9*)
—a? 4 121y?

= 121y* — a!"

= (1ly —a’)(1ly +a’)

—(z—2)* 4+ (3z + 1)
=3z+17?—(z—2)?
=[Bz+1)—(z—[Bz+ 1)+ (z—2)]
=2x+3)(4z—1)

(a —1)* =2(a—1)b + b?
=[(a=1)=bF =(a—b—1)
4(a +b)* — 250
=[2(a+b)—>5ab][2(a + b) + bab]
= (2a + 2b — 5ab)(2a + 2b + 5ab)
36(2a + 3b)* —9(a — 5b)>

10



=9[4(2a 4+ 3b)* — (a — 5b)° ]
= 9[2(2a + 3b) — (a — 5b)][2(2a + 3b) + (a — 5b)]
= 9(3a +11b)(5a +b)
(20) 5(z+3)° +10(z+3)(y—4)+5(y —4)>
=5[(z 43 +2(z+3)(y—4) + (y — 4)*]
=5[(z+3)+(y—4)f
=5(r+y—1)7
(21) —32° +122% — 1223
= —32° 4+ 122* — 1243
= —3:1:3(x2 —4x +4)

=323 (z —2)
2 2 2
a 2_ (2} _ 5 @ 2 _ (@
(22) &~ b+ (2) 250+ (2 b)
2 2
a 121 a 11
23) —+ 411l =|=-—=
4 2 2 4 22 2 2 2
(2q) L _BTE e\ o L 52 5%
16 6 9 4 4 3 3
2 21 1\?
25) [==—1] == =
(25) |5 ) 9‘”2)
[ -1)-3fe 31} 55
1\ 5 3 2 5 3 2
2x r 1\(2zx T 1)
- -1 ——=|| — — —-|-—
5 3 6/\5 3 6
(> T &j)
~\15 6/\15 6
Exercice 5

(1) 3a+ 6b —2bx — ax
= (3a + 6b) — (2bx + ax)
=3(a+2b)—z(2b+a)
=(a+2b)(3—1x)

(2) 2r—2a+4—ax
=(2x+4)—(2a + ax)
=2(z+2)—a(24+2)
=(x+2)(2—-a)

11




(3) 3x+ar—3—-3y—a—ay
=Bz+ar)—(3+a)—(3y +ay)
=z(3+a)—(3+a)—y(3+a)
=B +4+a)(z—1-1y)
=3+a)(z—y-—-1)

(4) a* —2a—ab—2z + ar — bx
:(aQ—ab—Qa)+(ax—bx—2x)
=a(la—b—-2)+z(a—b—2)
=(a—b—2)(a+ 1)

(5) % =22y —16 +¢°
:(2_2;1;3/4-312)—16
:(x—y)2—16
(o= af -
:(x—y—4)(x—y+4)

(6) 1—a®—b*42ab
:1—(a2+b2—2ab)
=1—(a—0b)
=(1l—-a+b)(14+a—-0)

(7)  a®> +b* —c* —d* —2ab + 2cd
(a2+b2—2ab)—(02+d2—20d)
=(a—Db)P? —(c—d)
=(a—b—c+d)(a—b+c—d)

(8) 2*—9—(3—1)(z—2)+2* — 32?
=(z—3)(z+3)+(z—-3)(z—2)+2>(z—3)
:(x—3)(x2+2:z:+1)
= (2 —3)(z+1)>°

(9) 4a* +4a’z — 1+ 4dar + 2
:(4a2—1)+(4a2x+4ax+:1:)
=(2a—1)(2a +1) + z(4a” + 4a +1)
=(2a—1)(2a +1) +z(2a + 1)
=(2a+4+1)[(2a—1)4+ 2(2a +1)]
=(2a+1)(2a — 14 2az + x)

(10) 25a* — 400 + 160z — 10a’z — 162* + a’2?

12



= (25a* — 400) 4 (160z — 10a’z) + (a*z* — 16°)
= 25(a® —16) + 102(16 — a* ) + 2* (a® — 16)

= 25(a* —16) — 10z (a® — 16 ) + 2° (a* — 16)

= (a* —16)(25 — 10z + 2°)
=(a—4)(a+4)(5b—x)

Exercice 6
(1) 32* — 30z + 75 — 3y°
= 3[(2* — 10z + 25) — y*]
:3[(x—5)2—y2]
=3(z—5—-y)(z—5+y)
(2)  4az' — 4a°
:4a(x4—a4)
:4a(x2—a2)(x2+a2)
:4a(x—a)(x+a)(x2+a2)
(3)  2abzy +1— a’z* — b%y?
=1+ 2abzy — a®z® — b%y?
:1—(a2x2+b2y2—2abxy)
=1—(az —by)*
(1 —ax +by)(1+ ax — by)
252" —1002%y" ) — (42’y* —16y°)
25z ( 4y) 4y4(x2—4y4)
= (2* — 4y")(252% — 4y?)
= (z—2y° )(z +2y° ) (5z — 2y ) (bz + 2y)

—
e~
~—
—~

(5) 2% —aty? — 2%yt +¢f

(
:($2—y2)($2—y2)($2+y2)
= (w y)Q(:L“er)Q(:L“ +y*)

2
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(x2 —2:1:)2 —1

(2> =2z —1)(2* —2z +1)

(2 =2z —1)(2—1)

(7)  a* + 243 — 2ab® — b*
= (a* —b*) 4+ (2a% — 2ab*)
= (a® = b*)(a® +b*) + 2ab(a® — b*)
= (a® = b*)(a® + b* + 2ab)
=(a—b)(a+Db)(a+b)>

=(a—b)(a+b)
(8) 92t —182% —36(zx —1)> +9

=9z* — 1822 +9—36(z —1)*
= 9[(a* =227 +1) —4(z —1)]

=9|(s* = 1) —4(z —1)?]
=9[(z =17 (z +1) —4(z —1)°]
=9(z—1)[(z +1)* — 4]
=9(z -1 (z+1-2)(z+1+2)
=9(z — 17 (z —1)(z +3)

9) z°+42-5
=23 —z+52-5
:x(x2—1)+5(:1:—1)
=z(z—1)(x+1)+5(x—1)
=(z—1)(z(z+1)+5)
:(ZE—l)(IE2+ZE+5)
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