“ Courbure d’une courbe

Fiche du professeur

Niveau : 2e B

Sujets et objectifs :

@ Courbure au point d’abscisse a du graphe d’une fonction deux fois dérivable
en a

@ [Illustration de la notion de courbure a I’aide de CABRI géométre
(cf. documents CABRI-géometre 11 Plus Rayon de courbure 1,
Rayon de courbure 2)

Connaissances préliminaires

@ Limite, dérivées premiere et seconde d’une fonction en un point

@ Equation de la tangente et de la normale en un point d’une courbe

@ Concavité d’une courbe

1. Notion de courbure.

Y= COS(S",‘()+X"2"SIN{++]. ¥

forte courbure

faible courbure

A |

Imaginons une route dont le tracé aurait la forme de la courbe ci-dessus.

L’ automobiliste roulant sur cette route doit fortement braquer (manceuvrer le
volant) aux points A, D, E et H, alors qu’il n’aura presque pas besoin de braquer
aux points B, C, F et G. On dit que la courbe posseéde une forte « courbure » en
A, D, E et H et une faible « courbure » en B, C, F et G.
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Le but de ce document est d’établir une expression donnant une mesure de la
courbure du graphe d’une fonction en chacun de ses points.

2. Courbure d’une droite, courbure d’un cercle.

2.1 Courbure d’une droite

En roulant sur une route dont le tracé a la forme d’une droite, on maintient le
volant tout droit. Une droite « n’est pas courbe ».

Définition

La courbure d’une droite d est 0 en tous ses points.

2.2 Courbure d’un cercle

En roulant sur une route dont le tracé a la forme d’un cercle il faut garder le
volant dans la méme position.

La courbure d’un cercle est la méme en tous ses points.

Plus le rayon d’un cercle est petit, plus grande est la courbure.

Définition

La courbure d’un cercle ¢ est I’inverse de son rayon r .
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3. Courbure d'une courbe représentative C. en un de ses points.
S

Rappelons que si C, est le graphe d’une fonction f* dérivable en a, on définit
«la pente de C, en A(a; f (a)) » comme €tant la pente de la tangente a C, en
A. Cette tangente 7, est la droite « qui approche le mieux » C, au voisinage de

A et est définie comme position limite de la sécante AM quand M tend vers A.

On procéde d’une fagon analogue pour définir la courbure de C, en 4.

On définit la courbure de C, en 4 comme ¢étant la courbure du cercle qui
« approche le mieux » C, au voisinage de 4.
Ce cercle, note ¢, et appelé cercle osculateur de C, en 4, est défini comme

suit :

Soient n, et n,, les normales a C, en A4 et en M et I leur point d’intersection.
(M est un point de C,, en principe voisin de A4).
Le centre Q de ¢, est la position limite de / lorsque M tend vers 4.

Le rayon r de ¢, est la distance Q4.
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Exercice 1

Soient f la fonction définie sur IR par f (x) =x?,

A(1;1) et M (1+h;(1+h)'), 0it 0 <|h| <1, deux points de C, .

a) Etablir les équations explicites des normales n, et n, a C, en 4 eten M .
b) Calculer les coordonnées du point d’intersection / des droites n, et n,, .

c) En déduire les coordonnées du centre €, ainsi que le rayon du cercle

osculateur de C, en 4. Quelle est la courbure de C, en 4 ?
fn(l)
T
i+(r) ]

e) Reprendre les paragraphes a), b) et ¢) pour un point quelconque A(a i f (a)) .

d) Montrer que la courbure de C, au point A(1; /(1)) vaut

Montrer que la courbure de C, au point A(a; f(a)) vaut

e S
" \i+(r @) |

f) En déduire que la courbure de C, est maximale a I’origine et calculer

cette courbure maximale.
e 1
g) Pour quelles valeurs de a la courbure est elle inférieure a 2 ?

Donner des valeurs exactes et des valeurs approchées a 0,01 pres.
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Réponse (exercice 1)

a) Equation réduite de la normale n, a C, au point A(l;l) :

-1 1 3
f'(l)(x—1)+f(1):—§x+§

Equation réduite de la normale n,, a C, au point M (1 +hs(1+ h)z) ;

y:

_1 _1 , 3
y=——(x=(1+h))+ f (14 h) =X+ I’ +2h+>
f'(1+h) (1+4) (1+%) 2(h+1) 2
o1 el e b Promiofs e o] @mc lean Up
o oma dxuk P b B A T
L Do e 1)
2 -1 =
IE(FEKJJ-}E{FIEH) Dore ldplp[m, ]_,.F,:U] U= -
- (3 = -1
“ et plgryeyy - A1) =D e deie|grpry oy LR faL v )
- S S s -th+r1)lz2h?+ 4 h+3)
drlr{ ey ary o 1+ ho fCL+ ) = [ e )
[EE EEE AlTo FIHE 4/ & Imu EEG flTd FIRE 1750
On rappelle :

Le module dpp donne 1’équation réduite d’une droite dont on connait la pente m et les

coordonnées (x,;y,) d’un point 4.

y= m(x - X, ) +y, > dplp(m,xA ,yA) (cf. document classe de 111 : « Fiche

d’utilisation n°3 : Equation cartésienne d 'une droite ».)

b) Coordonnées de /, point d’intersection des droites n, et n,, :
I(x;y)en,Nn,
1 3 -1 3

Sy=——x+-Ay=———x+h +2h+=
YT 2

2
<3x=—2(h2+3h+2)/\y:M

V200 2

20 +6h+7 7

1 _ 2 _ 1 _

c) x,=lim Z(h +3h+2)— 4/\yQ—1hl£13—2 =3
le rayon du cercle osculateur » vaut :

= 1) 1-1) =2 s
5

la courbure £ au point A(l;l)vaut ck =l :f ~0,18
r
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|’E1 ]’ 5 Trer Fav T FE ‘|’ I
-a Alachra|Calc|[Other Framl0{Clean Llpﬁ

m (-4 - 107+ (72 - 107

{22

fa
]
il

CHXJCHIr2 01

AW LES nlITD

FUMHE 2/t=0

(1) 2

25

d) = 3

( 1+(f'(1))2)3 ( 1+(2-1)2)

e) Equation reéduite de la normale n, a C, au point

y= (x—1)+f(a)

-1
/'(a)

25

A(a;az) avec a#0|:

-1 , 1
=—x+a +—
2a 2

Equation reéduite de la normale n,, a C, au point M (a + h;(a + h)z) :

-1 1 2a° +4ah+2h° +1
yz'—(x—(a+h))+f(a+h)=— X+
f (a + h) Z(a + h) 2
e k1dinra e [ofher Froniolciemn Ue] || |[Famelncommralcote ot her Franioc e us| |
w expand| dplp| ———. a. fla)
air

"2 s =2 Do e l l £ JJ -y =

i Usmg +tat+ 1-2
=L #0a+ d1Fe Olorie

u expand[dplp[#iaj, a.fr a)]]

= 2
It=|—2_a+a + 1.7

-1
'dPlF‘[dl_ﬁ:a_Fh} :I'a+h:l-rl:a+h:|]

fx-tatm{zaZr4antznti]
B F-lath)

ExpandCdplpl 1 -Cd1f(a>) _a, fCa.

HAIH BES allTO FUME =/%:h

dplplC-1sCdifCathdd ath _fCathd.

HAlH LEsS AUTH FUME 4 t=h

Coordonnées de /, point d’intersection des droites n, etn,, :

I(x;y)enAmnM

—1 , 1 1 2a° +4ah+ 20 +1
Sy=—2x+a+—Ay=-— X+
2a 2 2(a+h) 2
2 2
<:>x:—2a(2a2+3ah+h2)/\y:6a +bah+2h +1
P 300 2

V200
Par conséquent :

Xo =lim— 2a(2a’ +3ah+h*)=—4d’ A y, =lim

6a’ +6ah+2h’+1 _6a” +1
0 2 )
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Si a # 0 le rayon r du cercle osculateur au point A(a;az) vaut :

- (i)

r=0=[0d]=(a - ) (7 (@)= ) =2
Si a # 0 la courbure k£ au point A(a;az)vaut ;

k:l_ 2 _ f"(a) (*)

r _(mf ( 1+(f'(a)) )3

|‘F1 ]’ For Trer Far T FE ‘|’ FE¥
-E Alachra|Calc|[Other FramI0{Clean Lll:-m

m-gda% sl 437
2 2

£oat 41 £-at+1
=Sl =

Py
4-5241

mia -2 H(Pean - um® %

JCCa— (D" I+ CECad—lld T

HalH EADL aUTO FUHE =t=h

Cas particulier :

La normale a la parabole a 1’origine a pour équation : x =0

-1 -1 2r°+1
Equation explicite de n,, : y = x—h)+ f(h)=—x+
2 2
Coordonnées de / : x:O/\y:2—}1lx+2h +1<:>x:0/\y=2h *l
2 +1 1

Coordonnées de Q : x, =0Ay, = 1h1£r01 5 5

: 1
Si a =0 le rayon du cercle osculateur vaut » = 5 et la courbure vaut 2.

/o) 2

( 1+(f'(0))2)3 ( 1+(2.o)2)3

La formule (*) reste valable pour calculer la courbure si a =0.

f) Le maximum de % est atteint lorsque a =0 et il vaut 2.
(\/1 +4a’ )

Au sommet de la parabole la courbure est maximale.
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o A 3
La courbure est inférieure a Z ssl a < —7 va> 7

Représentation graphique des fonctions x

3

2
(\/1 4y )3

1
et x> —

(xmin = -5 ; xmax =5 ;xscl=1; ymin=-0,5; ymax =2,5; yscl =0,5)

I‘Ei ]’ FZ¥ Trer FHw T FE ‘|‘ FE¥
-E Flachra|Calc|Other [Framl0|Clean Lll:-ﬁ

e I

TEw | FE™ i
w o (o0 | T 2C Regr’-aph Mat k0o (= ﬁ:g

FZ

"

=gl yg| ———— S —1/4,>e:
Jl +4 - ]
2

ihl BUTH FUMZ 1/%0

IE_D].I.I e CE/(J'(I-I-‘I-I):“‘E 2*3o=1-49, x

S
=
x

FAD AUTO

FINE
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Définition

Soit f'une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle ouvert /.

On appelle courbure (algébrique) du graphe C, au point A(x, f (x)) eC,, xel,
le nombre
f"(X)
T
i+ 7))

k(x) =

Exercice 2
On considére la fonction fdéfinie par f(x)= %(ﬁ — 6x2) :
a) Calculer la courbure du graphe C, au point d’abscisse x.

b) Pour quelles valeurs de x la courbure est-elle strictement positive ?
strictement négative ? nulle ?

c¢) Interpréter géométriquement le signe de la courbure.

Réponse (exercice 2)

1
a) f(x)= Z(x3 — 6x2)
Courbure du graphe de f'au point d’abscisse x:

k(x)— f"(x) 96(x—2)

( 1+ (f(x)) f (\/9)(4 _ 720 + 144x° +16)3

Fi ]’ Fz Trz T ] T FE T F& T ] I’Ei ]’ Fz Trz T ] T FE T F& T ‘I
-E nge‘l-;-r'-a Eafu: IIIt,hEr" Fram 10 I21-E-ar:||r | -E Fllge‘l-;-r-a I:arc IIIt.hE-r' Fram 10 |:1.E.;.r:.' p
w14 (w7 -6 % 2]+ 0 Oone|  [w g 3 *kOx) Done
-%{rcx;p A1 Done [ 1 +|:diP-:::<:-:|2] .: |
5 Sz - 7

il = ki)
= U]+ d2 (=0 Done 32

a2 (9 xd - 7227+ 14d 22 + 18]
FCF Caed o, 223d2F Ccd kCx)
|HATH LES AUTD AP [EFI LE AlTO FINE /%0
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b) Signe de la courbure en fonction de x :

X —00 2 +00

k(x) — 0 +

c) Interprétation géométrique du signe de la courbure

(Voir document CABRI-géométre Il Plus Rayon de courbure?.fig)

b

1 a ;
1(3,45; 0)

rcle

k(x) =041\ /% geouieur

Si x <2 la courbure est négative. Quand on roule avec une voiture sur une route
. , , : 1 :
qui suit le tracé de la courbe d’équation y = Z<X3 —6x° ) , 1l faut braquer dans le

sens mathématique négatif aux points ou 1’abscisse est strictement inférieure a 2.

k(x)<0< f"(x) <0<« C, tourne sa concavité vers le bas au point d’abscisse

x. (en allemand : Rechtskriimmung)

Si x > 2 la courbure est positive. Quand on roule avec une voiture sur une route
. . , : 1 :
qui suit le tracé de la courbe d’équation y = Z(x3 —6x° ) , 11 faut braquer dans le

sens mathématique positif aux points ou I’abscisse est strictement supérieure a 2.

k(x)>0< f"(x)>0< C, tourne sa concavite vers le haut au point d’abscisse

x. (en allemand : Linkskriimmung)
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Exercice 3 (facultatif — donné a titre de curiosité !)

Cas geénéral

Soit f'une fonction deux fois dérivable définie sur un intervalle ouvert de centre

x, telle que f "(xo) # 0. Montrez que le rayon de courbure de C, au point

A(xo;f(xo)) vaut

(i) )
f(%)

/(%) ‘
(o]

La courbure algébrique de C, au point A(xO 3 f (xo)) est donnée par la formule :

= et la courbure £ =

k(xo): T.

Remarque :

D’apres les formules ci-dessus, on remarque que la courbure est définie en

chaque point de C, ou f'est deux fois derivable, tandis que le rayon de courbure

n’existe pas si f"(x,)=0.
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Réponse:

Soit A(xo;f(xo)) et M(x0 +h; f(x, +h)) deux points de C, .

Equation réduite de la normale n, a C, au point A(x,; f(x,)) :

-1
y= x—x,)+ f(x
Aol )
Equation réduite de la normale n,, a C, au point M(x0 +h; f(x, +h)) :
-1
=—(x— h h
Y f'(x0+h)(x (x, + ))+f(x0+ )

Coordonnées de /(x;y)=n,Nn, en fonctionde h=0:
Pour les calculs avec la V200, posez
f'(xo) =f1(x0) et f'(x0 +h) =f1(x0 +h)

et n’oubliez pas d’effacer les variables f, f1, x, y, x, et /!

](x;y)enAmnM

Qy:f._(io)(x—xo)+f(x0)/\y:ﬁ(x—(xo+h))+f(xo+h)
@x:f'(xo)-[f'(xo+h).(f(x0+h)—f(x0))+xo+h]_x0.fv(x0+h)
(%)= f'(x, +h)
py = L) S (0) = S () f (x4 ) =

Par conséquent :

_—

H[A

f'(xo)—f'(x0 +h)

S0~ S (ot I (i) =k 2
G Al )

: [f'(xo).[f'(xo+h).(f(x0+h)_f(x0))+x0+h]_x0.f'(xo+h)x]z
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((£1)) +1)-[ G+ ) (f (o + B) = 1 () + 1] -

() 1) e H )

h
On en déduit :
(1) s ey T I
lhlirol f(x)=f"(x, +h)}
h
:(( ) 1)'[f'(x '(x,)+1]
(/"(x))
(e )
(/"(x))
Finalement :
P () N CTCTTRD
(f"(x)) /() ‘
et k—l: f"(xo) 3‘
")y )
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