Anna et les cubes Lego
Fiche du professeur

Niveau : 3e BCD

Sujets et objectifs : suites, somme des termes d’'une suite quelconque, somme des n
premiers nombres entiers, notion de limite d’'une suite.

Connaissances préliminaires : notion de suites, suites arithmétiques, résolution
d’équations a I'aide de la V200.

Enoncé

Anna construit deux types de pyramides avec des cubes Lego comme indiqué
sur les figures ci-dessous.

Pyramide de type 1

On appelle hauteur d’une pyramide le nombre des étages de cubes superposés.
Sur la photo, on voit a gauche une pyramide de hauteur 1, au milieu une
pyramide de hauteur 2 et a droite une pyramide de hauteur 3.

On note

u, le nombre de cubes de la base d’une pyramide de type 1 de hauteur ».

s, le « volume » , c.-a-d. le nombre total de cubes, d’une pyramide de type 1 de

hauteur n.
a) Exprimer u, et s, en fonction de n.

b) Combien faut-il de cubes Lego pour construire une pyramide de type 1 de
hauteur 100 ?
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Pyramide de type 2

On note
v, le nombre de cubes de la base d’une pyramide de type 2 de hauteur ».

n

t, le «volume » , c.-a-d. le nombre total de cubes, d’une pyramide de type 2 de

n

hauteur n.
c) Exprimer v, et ¢, en fonction de n.

d) Quelle est la hauteur d’une pyramide de type 2 qu’on peut construire avec
1000000 de cubes Lego ?

e) Déterminer la limite du quotient - si n — 400 ? Démontrer.
S

n
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Réponse

a) Plans horizontaux (Grundrisse)

n=1
n=2
n=3

n=4
niu, Sy
111 1
213=1+2 4=1+3
3/16=3+3=1+2+3 10=1+3+6
4110=6+4=1+2+3+4 20=1+3+6+10
5115=10+5=1+2+3+4+5|35=1+3+6+10+15

Définition de u, par mode récurrent :
{“1 =1
u,=u, ,+n,sin>l
Définition de u, par mode explicite :

u":un—l+n:”n—2+(”—1)+n=1+2+...+n:n(n+1)

Définition de s, par mode explicite :

IR SR | i(i+1)_n(n+1)(n+2)
Sn—;ui—; S

6
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b) Nombre de cubes pour construire une pyramide de type 1 et de hauteur 100:

100-101-102
S100 = =171700.
A I’aide de la V200
e k1dinra e [ofher Froniolciemn Ue] || |[Famelncommralcote ot her Franioc e us| |
- n-in+1]
uinl — =
=
B i uin) Doree{  |m E [1 (it ”]-hslin) Dore
i=1
megiulr), m, 1, S f1 T & 1@ 1S3 lseq(s(n) Mo l, S 1 4 10 20 I3
L EWIATY] —h-I:r'|2+ 1) B=inl he(n + lﬁ)-[:h+2:l
sCn)
[EE EEE ATo YT [EH EES aTa FIL 2750

seq(u(n),n,1,5)={13 6 10 15} permet de vérifier la formule pour les 5
premiers termes
—i(i+1 +1)(n+2
Sili+) o nlns)(re2)
= 2 6
Pour exprimer s, en fonction de n il est préférable d’utiliser le mode

explicite de u, (cf. remarque ci-dessous).
seq(s(n),n,1,5)={1 4 10 20 35} permet de vérifier la formule pour les 5

premiers termes

Remarque

|‘F1 ]’ For Trer Far T FE ‘|’ FE¥
-E Alachra|Calc|[Other FramI0{Clean Lll:-m

N
= 5 ougi) +sin) Done
i=1
ls(nj Error: Dependent limit
nlm+ L) (n+2
- z ) (n+1)(n+2)

u(.]) .:I. " nl
Il'l'ﬂ FIJ_HI: R

Etant donné qu’on a défini u(n) et s(n) comme sommes de termes dépendant
d’une méme variable i, a savoir u(n) = ii et s(n)= Zn:u (i), la V200, appelée
a évaluer s(n), est amenée a calculer lal;)mme doublel:cllue voici :

s(n) = i ii . Or, dans ii , le nom de la variable est égal a la valeur de la
borne s;;érilezlllre de la somml:. La V200 affiche le message d’erreur

« Dependent limit » (limit = borne). Il en sera de méme pour le calcul des
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intégrales. La V200, appelée a calculer Jx f (x)dx, affichera le méme message
a

d’erreur, étant donné qu’on vient de choisir un méme nom x pour la variable

muette et pour une des bornes d’intégration.

Pour éviter de pareils problémes, il est donc recommandé de ne jamais utiliser

dans un méme exercice un méme nom pour les différentes variables dans les

diverses sommes.

Solution du probléme :

S(”){nl{ii}i% _ n(n+lé(n+2)

j=1\_i=l j=1
Mieux encore : Eviter les sommes doubles en 111

iéme |

¢) Plans horizontaux (Grundrisse)

n=1
n=2
n=3

n=4
ni|v, tn
111 1
2(5=1+4-1 6=1+5
3113=5+4-2=1+4-1+4-2 19=1+5+13
41 25=13+4-3=1+4-1+4-2+4-3 44=1+5+13+25
5141=25+4-4=1+4-1+4-2+4-3+4-4 |85=1+5+13+25+4I

Définition de v, par mode récurrent : {vl - ,

" v, =V, +4-(n-1),si n>1
Définition de v, par mode explicite :
v, =1+4-1+4-2+.+4-(n-1)=1+4-(1+2+..n—-1)=2n(n-1)+1
Définition de ¢, par mode explicite :

L n(2n2 +1)

‘, =Zn:vi =Z(2i2 —2i+1):

i=1 i=1
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d) Hauteur d’une pyramide de type 2 qu’on peut construire avec 1000000
cubes : ¢, =1000000 < n=114,4... ; ¢,,, =987734 ; t,,5; =1013955.

Avec 1000000 on peut construire une pyramide de type 2 dont la hauteur
vaut 114.

A Dl’aide de la V200
|’Ei ]’rz TrzTFuTrs T FE |’Ei Trz TFETFHTFE T FE
-E H]ge‘l-;r-a Eafu: IIIt.hE-r* Frgm 10 I:l-E-.;|r1||r Llp-m -E nge‘l-;-r'-a Eafu: IIIt,hEr" Frgm IO I21-E-ar:||r Up-m
n
n-1 = Y (ziZ-zi+ 1)t Done
mi44 3 iduln) Do ez i=1
i=1 3
2 n n
uin) 2n2-2ne| [TEN T *=
Booqiuin), hn, 1, 3] 1 5 13 X3 41z Bcaqitinl,n, 1,3 1 & 19 44 852
segitCnd n 1.5
=T GE= AlTD FINE 2/%0 | HAIH LES AUTD AP

|’E1 ]’ 5 Trer Fav T FE ‘|’ I
-a Alachra|Calc|[Other Framl0{Clean Llpﬁ

Bcolupeiton) = 1RHEREHGE , 70 | noeu n=114.47

mE(1140 Q774
mEC1130 18135935
£C€115)
[HAIN LES ATO FUME 3750
2
2(2n% +1)
e) Posons: w =-"1=
s, (n+1)(n+2)

A ’aide la V200

|’E1 ]’ 5 Trer Fav T FE ‘|’ I
-a Alachra|Calc|[Other Framl0{Clean Llpﬁ

| e 2.(2nZ+1)
=im) [m+1)-(m+2)
22+ 1]

lm# W Dorne

wceqlul10M), 0, 1, &)
13 39955 3.99955 F.99999 4, d, >

segqiwiil*n>» n_1.83

AW LES nlITD FUMHE =t=0

2(2-(10" ) +1)

(10" +1)(10" +2)

La suite de terme général a, = semble converger vers 4.
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A D’aide d’une représentation graphique de la suite (

W )neN :

-1E ZFDESM ] -1E EFDEJI"'I Tr’gce Regr*aph Mragfh D:"E;U -? ;5:9 i':-:i
i 1
et
ElntS‘LepiEl .l""""'--"-$
ety P el .
wmax=2o,
weo 1= 10,
Ui k=l
gmax=5_
waol=.3 I
=191,
e 191, yc i3, 95739
=T GE= AlTD H | FIAIH LES AUTD TEC
Il semble que lim w, =4
n—>+00
Démonstration
—>-12
f—/%
1
. —12n—-6 -12-¢ —12-(1+4)
lim (w 4)— lim ———= lim ——" = lim ) — ()
n—>+00 nstop° +3n+2 ntopn+3+2  noto '(1+*+L)
n n 2
\_—/__/
—>+0
Par conséquent : lim w, =4
n—>+00
A I’aide de 1a V200
k1 demralcare [other ron1o[c e Up| |
B comberanCwl nd — &) %
ns+3i-n+2
-1im[—é12'”'5 ] a
pee |l nc+3-n+ 2
LECCT12¥Nn 6N 243 ¥0+2D nond
|HAIN LE AITO IEGE/Eh
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